ZHAW, Lineare Algebra Serie 9 HS 16
Dr. M. Pfenniger

Die folgenden Aufgaben sollen dazu dienen, Ihre Fiahigkeit im Umgang mit
linearer Gleichungssystemen etwas zu vertiefen. Falls das Gleichungungssystem
unbestimmte Parameter enthélt, achte man sorgfiltig darauf, dass man nur
umkehrbare Operationen durchfithrt und keine Fallunterscheidungen vergisst
und damit Losungen verpasst. Selbstverstdndlich sollte man die behaupteten
Losungen am Schluss der Rechnung auf Korrektheit iiberpriifen. Spétens dann
sollte man sich iiberlegen, was man eigentlich gerechnet hat.

In der technischen Mechanik kann der Umstand, ob ein lineares Gleichungssy-
stems keine bzw. unendlich viele Losungen hat, dadurch interpretiert werden,
ob das betreffende statische System dynamisch bzw. statisch unbestimmt ist.

1. Man bestimme sdmtliche Losungen folgender linearer Gleichungssysteme:

(a)
31‘1 — 31’2 + 6£E3 + 3$4 + 9305 = 3
T, — To+ 223+ x4+ 3x5= 1
—5x1 + bxg — 1023 — 4wy — Tx5 = —3
dry — 4o + 8x3+2x4 —4x5= 0

3ry —3x2+ 6x3= 3
xr1 — T2+ 2563 =1
*51’1 + 5(E2 — 101‘3 =-3
dxy —4xo + 8x3= 4

2. Gegeben sind die drei Ebenen ®:2x +y — 2z =5, U: 2z — 2y + 82z = —10
und =: 4y + 2 =1.

(a) Bestimme den Schnittpunkt S = ® NV N = dieser drei Ebenen.
(b) Bestimme die Schnittgerade g = ® N V.
(c¢) Bestimme den Durchstosspunkt D = g N E.

Anschliessend bestimme man fiir die drei Ebenen Parameterdarstellungen
und l6se damit die selben Aufgaben.

3. Fiir die Matrizen

1 -1 2 1 1
2 1 0 . 2 . 2
A=1 4 3 1|0 =)o |0 0
3 -1 1 1 —2

16se man die beiden Gleichungssysteme Aﬂ- F=0b und A-T = by simultan,
indem man von der Blockmatrix (A | by by) ausgeht.

4. Man bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene, die die beiden Punk-
te A= (-1,-2,0), B = (1,1,2) enthélt und auf der Ebene 2+ 2y+2z = 4
normal steht.



5. Fiir welche Werte der beiden Parameter m und n besitzt das Gleichungs-
system
der—my+z=1
20— y+z=3
mr— y—z=mn
(a) Genau eine Losung?
(b) Keine Losung.

(¢) Unendlich viele Losungen.

Losen Sie das System fiir m =2 und n = —T7.

6. Gegeben ist das Gleichungssystem mit den Parametern p und gq.

pT — z=0
pr+y+(p—1z=g¢q
Y+ 22=3

(a) Genau eine Losung?
(b) Keine Losung?

(¢) Unendlich viele Losungen.

Bestimmen Sie im dritten Fall sdmtliche Losungen und deuten Sie sie
geometrisch.



1.

Lésungen

(a) Die allgemeine Lésung lisst sich beispielsweise parametrisieren durch

T -1 5 —2 1
Ta 0 0 0 1
f = X3 = 0 —+ tl O —+ tQ 1 + tg O
Ty 2 -8 0 0
s 0 1 0 0

Zur Kontrolle beachte man, dass der erste, konstante, Vektor als Par-
tikularlosung das gegebenen Gleichungssystem erfiillt. Die drei rest-
lichen Vektoren erfiillen dagegen das zugehorige homogene System.
Geometrisch handelt es sich um einen affinen 3-dimensionalen Teil-
raum in R®, der um den ersten Partikuldrvektor verschoben ist und
durch die drei restlichen Vektoren aufgespannt wird.

(b) Das System hat keine Losung.
(a) Die eindeutig bestimmt Losung ist der Schnittpunkt S = (1,2, —1).
Sie wird durch den Ortsvektor

0S=| 2

beschrieben.

(b) Die ersten beiden Ebenen schneiden sich in einer Geraden mit der

Parameterdarstellung
0 -1
=\ 5 |+t 3
0 1

Der Parameter t = —1 liefert den Punkt S € g¢.
(c) Fiir den Durchstosspunkt gilt selbstversténdlich S = (1,2, —1).

Das erste System A - & = b, hat keine Losung und das zweite A - ¥ = by
hat die eindeutig bestimmte Losung

Die gesuchte Ebene kann durch di Koordinatengleichung 2z — 2y + z = 2
beschrieben werden.

Das System hat folgendes Losungsverhalten:

(a) Genau eine Losung fiir m # 2, m # —3 und n beliebig. In diesen
Féllen schneiden sich also die drei Ebenen in genau einem Punkt.
(b) Keine Losung fiir
im=2n#-T1.



ii. m=-3,n# -2
In diesen Fillen schneiden sich also die drei Ebenen nicht.
(¢) Unendlich viele Losungen fir
im=2n=-"T.
ii. m=-3,n=-2.
In diesen Féllen schneiden sich also die drei Ebenen mindestens in

einer Geraden.

Die Schnittgerade wird durch die Parameterdarstellung

-1 1
z= 0 +t| 2
5 0

beschrieben.
6. Das System hat folgendes Losungsverhalten:

(a) Genau eine Losung fiir p # 2 und p # 0.
(b) Keine Losung fiir

i. p=0, q+#3.

ii. p=2, q+#3.
(¢) Unendlich viele Losungen fiir

i. p =20, ¢ = 3. Sie haben die Parameterdarstellung

0 1
Z=| 3 | +t| O
0 0

ii. p =2, ¢ = 3. Sie haben die Parameterdarstellung

0 1
Z=| 3 | +¢t| —4
0 2

In der zeilenweisen Interpretation schneiden sich dann die drei
Ebenen in einer Geraden und die berechnete Losung liefert eine
Parameterdarstellung dieser Schnittgeraden.

In der spaltenweisen Interpretation sind die drei Spaltenvektoren

P 0 1
a=121, ad@a=[1], a@&=[ 1
0 1 2

der Koeffizientenmatrix linear unabhéingig, d.h. es gibt nichttri-
viale Losungen der zugehorigen homogenen Gleichung

AN1@1 + Aoz + \gd3 =0

Aus der berechneten Lésungen lesen wir etwa Ay = 1, Ao = —4
und A3 = 2 ab. Sie entspricht der Linearkombination

@y = 4ds — 2ds



Aus ihr geht hervor, dass d; dann in der Ebene liegt, die von den
beiden Vektoren ds und as aufgespannt wird.

Zusitzlich liegt dann auch der Konstantenvektor

) 0
b= 3|,
3

in dieser Ebene, da auf Grund der gefunden Partikulérldsung
3ds = b gilt.



