ZHAW, Lineare Algebra Serie 0 HS 16
Dr. M. Pfenniger

Repetieren Sie alles, was Sie in der Schule iiber lineare Gleichungssysteme gelernt
haben. Dazu gehort insbesondere:

1. Suchen Sie je ein lineares Gleichungssystem mit 2, 3,4 Unbekannten und
16sen Sie es von Hand mit Threm Lieblingsverfahren!. Denken Sie daran,
dass Sie von nun an jeweils die Losungen von Gleichungssystemen kon-
trollieren miissen.

2. Zihlen Sie in jedem Fall die Anzahl benétigter Additionen (inkl. Subtrak-
tionen) und Multiplikationen (inkl. Divisionen).

3. Suchen Sie je eine Anwendung (Textaufgabe), in der ein lineares Glei-
chungssystem mit 2 bzw. 3 Unbekannten ein Rolle spielt. Schreiben Sie
das System auf und behandeln Sie es dann nach obigem Muster. Formu-
lieren Sie eine analoge Textaufgabe mit 4 Unbekannten und iiberlegen Sie
sich, was dabei geschehen wird.

Die in den letzten drei Aufgaben gefundenen “Baby-Beispiele” sollten Sie wiahrend
der ganzen Vorlesung zu Hand haben, um sich daran die behandelten Konzepte
zu veranschaulichen.

Repetieren Sie alles, was Sie in der Schule iiber Vektorrechnung gelernt ha-
ben. Fundamantal sind die Begriffe der Linearkombination und der linearen
Abhéngigkeit eines Systems von Vektoren v7,vs, ..., Uk. Diese Konzepte fithren
auf gewisse lineare Gleichungssysteme.

Definition. Gegeben sind das System von Vektoren

U1, U,y ..., U € R"™
und die Skalare x1, xa,...,x; € R. Dann bezeichnet man den Vektor
k
U= $1171 + 1'2172 + -4 l’k’Uk = E ZL’j’Uj
Jj=1

als Linearkombination des Vektorsystems.

1. Fir die Vektoren

171:<_21>, 172:(21>ER2

berechnen Sie die Linearkombinationen ¥ = ¥ + 2v5 und ¢ = ¢ — ¥s.
Kontrollieren Sie IThre Rechnung an Hand einer Figur!

2. Fir die Vektoren

1 2
U = 2 s Uy = 1 ERd
3 )

IWir werden bald ein effizientes Verfahren besprechen. Vorldufig benutzen Sie die Methode,
die man Thnen in der Schule gezeigt hat oder erfinden eine eigene.



berechnen Sie die Linearkombinationen ¥ = ¥ + 295 und ¢ = ¢ — ¥s.
Kontrollieren Sie Thre Rechnung an Hand einer Figur!

Linearkombinationen eines Vektorsystems dienen dazu, aus gegebenen Vektoren
neue zu erzeugen. Statt neue Vektoren aus alten zu synthetisieren, méchte man
gelegentlich einen Vektor ¢ mit Hilfe der alten analysieren, d.h. als Linearkom-
bination eines Systems zerlegen.

1. Gegeben sind die Vektoren

- 2 . -1
e (A) () e

Versuchen Sie, die Vektoren

77:(?)7 17:(—33)’ 6:(—54>

als Linearkombination von #; und v5 darzustellen und untersuchen Sie,
auf wieviele Arten das jeweils moglich ist.

Kontrollieren Sie Ihre Rechnung zunéchst algebraisch und dann an Hand
einer Figur! Wie hétten Sie diese Probleme geometrisch, d.h. ohne Rech-
nung, dafiir mit (Zirkel und) Lineal gelost?

2. Gegeben sind die Vektoren

1 2
n=|21, %=1 |€eRr?
3 5

Versuchen Sie, die Vektoren

5 -1 -3 4
v=| 4 |, o= 1 |, g=| 0 |, d=|5
13 -2 -7 1

als Linearkombination von #; und v darzustellen und untersuchen Sie,
auf wieviele Arten das jeweils moglich ist.

Kontrollieren Sie Ihre Rechnung zunéchst algebraisch und dann an Hand
einer Figur! Wie hétten Sie diese Probleme geometrisch, d.h. ohne Rech-
nung, dafiir mit (Zirkel und) Lineal gelost?

Man nennt ein System von Vektoren 9y, ¥s, .. ., U linear unabhéngig, wenn kei-
ner von ihnen iiberflussig ist, d.h. falls keiner als Linearkombination der anderen
dargestellt werden kann. Anderenfalls, d.h. falls mindestens einer eine Linear-
kombination der iibrigen ist, nennt man sie linear abhéngig. Dieses wichtige
Konzept erkldrt man, symmetrischer und zweckmaéssiger, wie folgt, mit Hilfe
der Linearkombination.

Definition. Das System von Vektoren

Ty, T, .., Ty € R?



heisst linear unabhdngig, falls die Vektorgleichung
2101 + 2202 + - - - + X, Ty, =0

nur die triviale Losung
T1=T9=---=x,=0

hat. Falls eine nichttriviale Losung existiert, heissen sie linear abhdngig.

1. Untersuchen Sie, ob die Vektoren

., 2 . -1
U1<_1>, ’UQ( 9 >€R2
linear abhéngig sind oder nicht. Interpretieren Sie Thr Ergebnis geome-

trisch an Hand einer Figur!

2. Untersuchen Sie, ob die Vektoren

S 1 - 1 o 2
e(a) me () me () ew

linear abhéngig sind oder nicht. Interpretieren Sie Thr Ergebnis geome-
trisch an Hand einer Figur!

3. Untersuchen Sie, ob die Vektoren

171=<12>a 52=(i>€R2

linear abhéingig sind oder nicht. Interpretieren Sie Thr Ergebnis geome-
trisch an Hand einer Figur!

4. Untersuchen Sie, ob die Vektoren

1 2
n=|21, %=1 ]eR?
3 5

linear abhéingig sind oder nicht. Interpretieren Sie Thr Ergebnis geome-
trisch an Hand einer Figur!

5. Untersuchen Sie, ob die Vektoren

1 2 4
=12 |, %= 11], th=|5 | cR?
3 5 1

linear abhéngig sind oder nicht. Interpretieren Sie Thr Ergebnis geome-
trisch an Hand einer Figur!

6. Untersuchen Sie, ob die Vektoren

1 2 4
=21, o=[1], = 5 |eRr®
3 5 11

linear abhéngig sind oder nicht. Interpretieren Sie Thr Ergebnis geome-
trisch an Hand einer Figur!



7. In all den vorherigen Teilaufgaben, in denen die Vektoren linear abhéngig
waren, versuchen Sie mit Hilfe der gefundenen nichttrivialen Losung je-
den der betreffenden Vektoren als Linearkombination der iibrigen auszu-
driicken.

Ein Blick auf die bisherigen Beispiele zeigt, dass es gar keine Rolle spielt, ob die
Vektoren 2- bzw. 3-dimensional sind und dass sich die Begriffe sofort sinngeméss
auf hohere Dimensionen verallgemeinern lassen, wobei allerdings in hoheren
Dimensionen das Rechnen aufwindiger wird. Weil das Zeichnen auf einer 2-
dimensionalen Tafel nicht nur miihsamer, sondern auch viel uniibersichtlicher
wird, verzichtet man meistens darauf.

Fiir die folgenden Aufgaben benutze man folgendes System von Vektoren:

1 1 2 0 2
N R R T I 1] . ol . |5 .
1 — -1 , U2 — 9 , U3 = 3 , Vg = 1 s Us — 9 eR
0 2 1 0 1

1. Untersuchen Sie, ob die Vektoren v, U, U3, Uy, U5 linear unabhingig sind
oder nicht.

2. Untersuchen Sie, ob die Vektoren 9, ¥ linear unabhéngig sind oder nicht.

3. Untersuchen Sie, ob die Vektoren 7, v, U3 linear unabhingig sind oder
nicht.

4. Untersuchen Sie, ob die Vektoren v, ¥, U3, ¥4 linear unabhéngig sind
oder nicht.

5. Berechnen Sie die Linearkombinationen ¥ = v + 29 und ¥ = ¥ — 0s.

6. Versuchen Sie, den Vektor ¥3 als Linearkombination der Vektoren #; und
U darzustellen. und untersuchen Sie, auf wieviele Arten das moglich ist.

7. Versuchen Sie, den Vektor 75 als Linearkombination der Vektoren #'; und
U darzustellen. und untersuchen Sie, auf wieviele Arten das moglich ist.



