Liebe ST18,
nachtriglich Thnen allen ein gutes und erfolgreiches neues Jahr!

Verschiedene Kommilitonen haben mich informiert, dass sie trotz den in der Vor-
lesung eingebauten Beispiele immer noch Probleme beim Losen linearer Glei-
chungssysteme mit Parametern haben. Insbesondere scheint vielen von Thnen
die Aufgabe 5 der Serie 9

Fiir welche Werte der beiden Parameter m und n besitzt das Glei-
chungssystem
de—my+z=1
2t — y+z=3
mr— Yy—z=n

1. Genau eine Losung?
2. Keine Losung.

3. Unendlich viele Losungen.

Losen Sie das System fiir alle 16sbaren Félle.

Kopfzerbrechen zu machen.
Lassen Sie mich dazu Folgendes ergénzen.

Prinzipiell ist das Vorgehen analog zum sorgfiltigen Testen eines Programms mit
Bedingungen. Man versucht so lange wie moéglich, das besprochene Eliminations-
verfahren zum Losen linearer Gleichungssysteme zu verwenden und versucht
dabei, Operationen vom Typ III zu vermeiden, die einen Faktor benutzen, der
0 sein konnte. Falls das nicht moglich ist, macht man eine Fallunterscheidung,
indem man einerseits annimmt, der heikle Faktor sei 0 bzw. andererseits von 0
verschieden und rechnet damit vorsichtig weiter. Weil wir in der linearen Algebra
sind, benétigen Sie neben etwas Logik nur Additionen und Multiplikationen.
Meiner Erfahrung nach liegt das Problem vieler darin, dass sie in der Schule
nie sorgfaltig und vorausschauend rechnen und noch weniger sorgfiltig logisch
denken gelernt haben. Das ist das Einzige, was Aufgaben dieser Art von Thnen
verlangen. Versuchen Sie es also nochmals — und wie gesagt: gaaaanz sorgfiltig
und nicht in erster Linie auf das Tempo achten!

Nun zum konkreten Beispiel.

Ausgehend von der erweiterten Matrix

4 —-m 1 |1
A= 2 -1 11|13
m -1 —-1|n

vertauschen wir im ersten Schritt die ersten beiden Zeilen. Das ist eine Operation
vom Typ I und damit harmlos. Das Ergebnis ist die Matrix

2 -1 1 (3
4 —-m 1 1
m -1 —=1|n

Der Vorteil dieses ersten Schrittes besteht darin, dass wir nun fiir das erste
fithrende Element 2 wihlen kénnen und die erste Zeile der entstehenden Matrix



keinen Parameter enthilt. Durch Addition des (—2)-fachen der ersten Zeile zur
zweiten eliminieren wir das Element an der Stelle (2,1). Es ist eine Operation
vom Typ II und damit unbedenklich. Um das Element an der Stelle (3,1) zu
eliminieren, méchten wir das (—m)-fache der ersten Zeile zum 2-fachen der drit-
ten addieren. Dabei handelt es sich wiederum um eine Operation vom Typ II,
die unbedenklich ist! Das Ergebnis dieser beiden Operationen ist

-1 1 3
2—m -1 )
m—2 —-m-—2|2n—3m

O O N

auch die Addition der zweiten Zeile zur dritten ist vom Typ II und damit un-
bedenklich und liefert die im linken Block die Stufenform

2 -1 1 3
Sm,n)=1 0 2—m -1 =5
0 0 -m—-3|2n—3m—>5

Weil alle bisherigen Operationen ohne wenn und aber umkehrbar waren, ha-
ben also das urspriingliche und das erhaltene Gleichungssystem genau die selbe
Losungsmenge. Fiir die Determinante der Koeffizientenmatrix gilt det(A4) =
6 —m—m?=(m+3)(2—-m).

Ein Blick auf die Kandidaten fiir die fithrenden Elemente zeigt uns, dass wir
nun Félle unterscheiden miissen.

1. Falls m # —3 und m # 2 ist, hat die Koeffizientenmatrix der Stufen-
form den Rang 3 und damit hat dann das lineare Gleichungssystem eine
eindeutige Losung, die wir nun berechnen wollen.

Wir nehmen nun an, die Voraussetzungen dieses (Normal-) Falls seien
erfiillt. Deshalb diirfen wir die zweite Zeile durch 2 — m # 0 und die dritte
durch m + 3 # 0 dividieren. Obwohl es sich dabei um Operationen vom
Typ IIT handelt, sind sie unbedenklich, da wir ja angenommen haben, dass
diese beiden Faktoren nicht 0 sind. Wir erhalten die Matrix

2 -1 1 3

1 5
0ol e 32 mts
o0 1| 7EE

Addition des ﬁ—fachen der dritten Zeile zur zweiten und des (—1)-fachen
der dritten Zeile zur ersten liefert

2 —1 o] 2zt
m+
0 1 0 2 (m+n+5)
0 0 1 37n77§—_&-§n7,l—_~_65
m+3

Addition des (—1)-fachen der zweiten Zeile zur ersten liefert

2 (n+2
0 1 0 2 (m+n+5)

m24+m—6
O 0 1 3m—2n+5
m+3




Division der ersten Zeile durch 2 liefert im linken Faktor die normierte
reduzierte Stufenform

0 (m—1)n+3m+1
m2+m—6
0 2 (m+4n+5)
m24+m—6
1 3m—2n+5
m+3

o = O

1
0
0
aus der wir fiir die eindeutig bestimmte Losung ablesen:

(m—1)n+3m+1
m24+m—6

2 (m+n+5)

m24+m—6

3m—2n+5
m+3

f:

Offenbar miissen wir nun noch die beiden Sonderfélle gesondert untersuchen.

2. Falls m = —3 ist, lautet die Stufenform nach Einsetzen dieses Wertes
2 -1 1 3
S(-3,n)=10 5 -1 -5
0 0 0 |2n+4

Aus der letzten Zeile dieser Matrix erkennen wir, dass das Gleichungssy-
stem nur dann eine Losung haben kann, falls 2n + 4 = 0 ist. Wir erhalten
also zwei Unterfille.

(a) Falls n = —2 ist, ist der Rang der Koeflizientenmatrix 2 und wir
werden eine 1-dimensionale Losungsmenge erhalten. Dann gilt fiir
die Stufenform

2 -1 1|3
S(-3,-2)=| 0 5 -1|-5
0 0 010

Addition der zweiten zum (—5)-fachen der ersten Zeile liefert

10 0 4 10
0 5 -1 -5
0 0 0 O

Division der ersten Zeile durch 10 und der zweiten Zeile durch 5 liefert

10
01 —3|-1
0 0

ab.
(b) Falls n # —2 ist, hat das lineare Gleichungssystem keine Losung.



3. Falls m = 2 ist, lautet die Stufenform nach Einsetzen dieses Wertes

2 -1 1 3
S@n) =0 0o -1| -5
0 0 —5|2n—11

Addition des (—5)-fachen der zweiten Zeile zur dritten ist eine Operation
vom Typ II und damit unbedenklich. Wir erhalten die Stufenform

2 -1 1 3
0 0 -1 -5
0 0 0 |2n+14

Aus der letzten Zeile dieser Matrix erkennen wir, dass das Gleichungssy-
stem nur dann eine Lésung haben kann, falls 2n 4+ 14 = 0. Wir erhalten
wieder zwei Unterfille.

(a) Falls n = —7 ist, ist der Rang der Koeflizientenmatrix 2 und wir
werden eine 1-dimensionale Losungsmenge erhalten. Dann ist

2 -1 1 3
0 0 —-1|-5
0 0 010

2 -1 0 |-2
0 0 —-1|-5
0 O 0] 0

Division der ersten Zeile durch 2 und Multiplikation der zweiten mit
(—1) liefert

1 —3 0]-1
0 0 1[5
0 0 0]0

Daraus lesen wir die 1-dimensionale Losungsmenge

-1 1
it= o |+¢| 2
5 0

ab.
(b) Falls n # —7 ist, hat das Gleichungssystem keine Lésung.

Selbstversténdlich lassen sich diese Rechnungen mit Hilfe von Sage durchfiihren.

Mit freundlichen Griissen

Markus Pfenniger


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJytU02v2jAQvOdXrDglqgM4HwSKcsil0ju3eocihAI2xbw4IDvhtf313Q1OoAek1woOyPHM7nh2bCH38OIX7MhU8Bme-vPobzQavUrTlK3dHRoQSsJ3qSoJCtpa3H0fl9dFDeUWONSt1tIorMQGXSMjm9bUUIzfVXPY2PfyfJZiY07v1j-GnKmQB54gM84NM0_105sphKBTgSgtmHBf7g4ShDSDq9-t-T9HpRDoR7dVo86V3Jz25K23hmacOXKnmH1uVr25r42Ru7cGtEKDUsOX8q05GbD3uf2bKyPtrqyuQflkxDojr11K9sk5fTwlDfa6X98BH40MU3hx98wG7rJ5XplfSuOPNKtHgVfkumyM-umvVgkLNQO-ZquI4QRooWkR8vU6WHrb_CJ3OGZ_xVnMatoqpnkxLtsfWtaNv2W23Qp1UULm30wrgyXYA06zmKIKh5ye75RFjAfL6z4-hCKifQQ4gwi1GYTRUBchHhOOGSAYUy0S9ECIkZC4BjGLr70dlqDRYVWkHQtpSacDfOJH2Ghgp8iZ9ZyUtABCJOlP8Y00w5ZF5vRmqBazvs_YKn2u1P7XZt9WlT-UZNh37ioyRnPD5_-IPEfywpHnSCY7j7gLmum0P_EC2XwSPWTzKR2d87xIxhiS9XUeYoT53bA5pcGjnIbNsRtL_xonpzB4nHdyPCJskt5QSoInDo2706DmACedfHonH5F6dmNQAHyWd_VpF2V4135GaHZFZ24y_SWiEfO5k87cIHqQRsoXDpxT11vhIvgD8PuRRw==&lang=sage



