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Kapitel 1

Abstraktion und Notation

Vier unabhéngige Entwicklungen haben historisch zur Matrizenrechnung gefiihrt.

e Die Untersuchung, wann beliebige lineare Gleichungssysteme der Form
Zaijacj:bi7 (1<i<m) bzw. kurz A-Z=10
j=1

l6sbar sind und wie man sie effizient 16st.
e Die Transformation autonomer linearer dynamischer Systeme in der Form

gk+1)=A-g(k), (diskret)
g'(t) =A-g), (kontinuierlich)

in eine geeignete Basis mit Hilfe der Spektraltheorie von A. Damit lassen
sich dann solche Systeme formelméssig 16sen. Aus der expliziten Losung
7(k) = A* - 7(0) bzw. (t) = et - §(0) kann beispielsweise das Langzeit-
und das Stabilitdtsverhalten des betreffenden Systems abgelesen werden.

e Die Transformation allgemeiner Gleichungen zweiten Grades
a2 + 2a100y + agey® + bix +boy +c =0

in ihr System von Hauptachsen und Klassifikation der entstehenden geo-
metrischen Objekte — der sogn Kegelschnitte — als Ellipsen, Hyperbel,
Parabel, Geradenpaare und Einsiedlerpunkte. Mit Hilfe der Hauptachsen-
transformation gelingt es, durch Drehen den Koeffizienten des gemischten
Terms a1 und durch Verschieben die linearen Koeffizienten by, by weitge-
hend zum Verschwinden zu bringen. Kegelschnitte spielen in der Astrono-
mie und in der Optik eine zentrale Rolle.

Entsprechendes gelingt fiir die hoherdimensionale Version der Gleichung

Die zugehérigen geometrischen Objekte entpuppen sich diesmal als (von
links nach rechts) als
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Abbildung 1.1: Graphen der Quadriken.

FEin- und zweischaliges Hyperboloid, Ellipsoid, hyperbolisches Parabolo-
id, Zylinder, elliptisches Paraboloid und Kegel, Zylinder oder Einsiedler-
punkt, d.h als hoherdimensionale Versionen der Kegelschnitte.

In noch hoéheren Dimensionen fiihrt dies zur Klassifikation der Quadriken
A+ (0, +c=0
die durch die symmetrische Matrtix A € R™" beschrieben werden.

Die Klassifikation symmetrischer Matrizen fithrt auch zur Spektralzerle-
gung von A € R™". Dazu bestimmt man zunéchst die m verschiedenen
Eigenwerte A1, Ag, ..., Ay, im Spektrum o(A) von A. Es sind die Lésungen
der Eigenwertgleichung

A-T=X0, (A—AE,)-7=0
bzw. diejenigen reellen Zahlen )\ € R, fiir die die quadratische Matrix
A—-)\E
nicht invertierbar ist.
Die Losungen der Eigenwertgleichung zum Eigenwert Ag
A-¥= MU

bilden den Eigenraum Vj, von A zum Eigenwert \;, (invarianter Teilraum).
Damit erhélt man eine vollstéandige, orthogonale Zerlegung

m

in die orthogonalen Eigenrdume von A. Zwei solche Eigenrdume zu ver-
schiedenen Eigenwerten sind orthogonal, d.h. es ist Vi, LV, falls k # [ ist.



Bezeichnet P, den Projektor! auf den Eigenraum Vi, so gilt dank der
Orthogonalitdt und der Vollsténdigkeit

m
Py P =0uP:, Y P.=E,
k=1

Fiir A erhélt man so die Spektralzerlegung

A= i APy
k=1

Diese Zerlegung ist sogar eindeutig, falls A\ # \; ist, ausser fir k = [.

Ordnet man die verschiedenen Eigenwerte in aufsteigender Reihenfolge
—00 =1 A <A <A < A3 < - < Ay < A1 1=00

an, erhélt man das projektorwertige Mass P(z) von A, indem man fiir
jede reelle Zahl Ay < x < Apy1 die Matrix

P(x):ZP/w fiir Ak§x<>\k+1 (PO = O)
k=0

bildet. Die zugehotrigen Summen

P((E):PO:O T < A
P({E)Zpl A<z <A
P(I)=P1+P2 Ao <z < A3
Plx) =P+ -+ Pp_1 Am—1 <2< Ay

sind wiederum Projektoren, weil die Rdume Vj, auf die P} projiziert, alle
orthogonal sind. Bewegen wir uns also entlang von R von —oo nach oo, so
nimmt P(z) bei den Eigenwerten von A in m Schritten zu und jeder Schritt
ist einer der Projektoren Py. Der Teilraum, auf den P(z) unmittelbar nach
einem Schritt projiziert, enthélt den Teilraum, auf den P(z) unmittelbar
von dem Schritt projiziert hat.

Das projektorwertige Mass P(z) ldsst sich auf alle Borel-messbaren Men-
gen erweitern, indem man zunéchst fiir das linksseitig offene Intervall
(a,b] = {z | a < x < b} das Spektralmass

E((a,0]) = P(b) - P(a)

1Unter einem Projektor versteht man ein quadratische Matrix P, die symmetrisch und
idempontet ist, d.h. fiir die
p=PT, pPl=p
gilt. Man kann zeigen, dass die Projektoren von R™ genau den Orthogonalprojektionen auf
einen Teilraum V von R™ entsprechen. Daher entspricht die Menge der Projektoren genau den
Teilrdumen von R™. Wir sagen, dass P; < P» gilt, falls fiir die zugehorigen Teilrdiume Vi C Va
ist, was dquivalent dazu ist, dass Py - P, = P; gilt. Es ist dann (¥, P - @) = |P - 9]2.
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definiert und dieses dann auf die anderen messbaren Teilmengen A € B(R)
erweitert. Das so entstehende Spektralmass

E:B(R) — R™", A — E(A)
ordnet der Borelmenge A den Projektor

E(A)= Y P, AcBR®)
{k|xeA}

zu und hat die folgenden charakteristischen Eigenschaften:

E(0) = 0, E(R) = E,.

E(A) ist ein Projektor.

Fir Ay C Agist E(Aq) < E(As).
Es ist E(A1NAg) = E(Aq1) - E(Ay).

Fiir A; N Ay = 0 projizieren F(A;) und E(Aj) auf orthogonale
Teilrdume und es ist E(A; UAy) = E(A1) + E(Ay).

6. Fiir alle Vektoren ¥ € R liefert die Funktion

G W e

Ez: B(R) = R, A (T, E(A) - 7)
ein reelles Mass auf der Borel o-Algebra B(R).

Spektralzerlegung und Spektralmass symmetrischer Matrizen bilden das
wichtigste Werkzeug fiir die Quantenmechanik, weil sie den Ja-Nein-Fragen
iiber ein physikalisches System bzw. seinen Eigenschaften entsprechen.

e Der Versuch, das Konzept der Zahlen auf hohere Dimensionen zu verall-
gemeinern. Dabei stosst man auf die komplexen Zahlen C, die Quaternio-
nen H oder allgemeiner der Clifford-Algebren Cl,, und auf die endlichen
Korper, die alle in gewissen Anwendungen eine zentrale Rolle spielen.

Obwohl wir zur gegebenen Zeit auf jeden dieser, auch fiir die Praxis wichtigen,
Aspekte eingehen werden, stellen wir den ersten Punkt als Motiviation an den
Anfang. Eines der wichtigsten Themen der linearen Algebra ist ndmlich das Stu-
dium linearer Gleichungssysteme und ihrer Losungsmengen. Eine provisorische
Definition der linearen Algebra besagt, dass es sich dabei um die Theorie der
Losungen linearer Gleichungssysteme handelt.

Den Anwendern zuliebe werden wir also nicht den heute unter Mathematikern
iiblichen abstrakten? Zugang zur linearen Algebra via endlichdimensionale Vek-
torrdume (iiber einem Korper) und strukturvertrigliche lineare Abbildungen
benutzen, sondern eine kanonische Basis wéhlen und dann in konkreter Weise
via Matrizen vorgehen. Es gibt also zwei verschieden Arten, um lineare Al-
gebra zu betreiben. In der abstrakten Art der Mathematiker interessiert man

2 Abtrakt bedeutet konzeptionell und nicht weltfremd, wie gewisse Leute meinen. Beim Ab-
strahieren wird der wesentliche Kern einer Situation herausgeschélt und studiert und weniger
auf Beispiele geachtet. Dadurch lassen sich im vorliegenden Fall Algebra und Geometrie zu-
sammenbringen, Quotientenstrukturen und Dualitét besser verstehen, neue Anwendungen der
selben Theorie und damit auch neue Beziehungen zwischen den Anwendungen erschliessen.



sich fiir Strukturen und Beweise. Dabei spielen Konzepte wie Basis, Dimensi-
on, lineare Abbildung, Kern, Bild, Rang, etc. die Hauptrolle und unnatiirliche
Wahlen werden moglichst lange vermieden. In der rechnerischen Art der An-
wender sucht man Algorithmen, mit denen diese Konzepte berechnet werden
konnen. Wir werden vorwiegend rechnerisch vorgehen. Wir suchen also effizi-
ente Verfahren, um die gestellten Probleme zu lésen und werden zu unserer
Uberraschung feststellen, dass alle Probleme der linearen Algebra darauf hin-
auslaufen, ein gewisses lineares Gleichungssystem losen zu miissen. Gelegentlich
werden wir versuchen, etwas hinter diese Verfahren zu blicken und dabei die
abstrakten Zusammenhénge zu erkennen beginnen. Wer sich aber wirklich in
der abstrakten Seite der linearen Algebra auskennen will, was man aus heutiger
Sicht auch als Anwender unbedingt sollte, wenn man diese Disziplin wirklich
beherrschen will, muss das andernorts machen.

In diesem Abschnitt wollen wir an Hand einiger typischer Fragestellungen an-
deuten, wo lineare Gleichungssysteme bzw. Matrizen in aussermathematischen
Anwendungen eine zentrale Rolle spielen. Dabei wird schnell klar werden, dass
die in der Mittelschule gepflegten Umgangsformen mit linearen Gleichungssy-
stemen und Vektorgeometrie zwar weitgehend unbrauchbar sind, aber zur Illu-
stration niitzlich sein konnen.

Matrizenrechnung und der Spezialfall der Vektorrechnung spielt in fast allen
Anwendungen der Mathematik — etwa in der Elektrotechnik, Mechanik, Hy-
draulik, Elastizitdtstheorie, Informatik, Thermodynamik, Optik, Stochiometrie
usw. die zentrale Rolle. Zur Beschreibung von Gleichgewichtszustinden von
Netzwerkproblemen — etwa bei der Verwendung von Gleichstrémen oder in
der Theorie der Fachwerke bzw. beim Vorhandensein von konstanten Kriften in
Masse-Federn-Systeme — treten lineare Gleichungssysteme der Form

A-F=0b

direkt auf, wenn man die involvierten Grossen bilanziert. Die Ausgleichsrech-
nung liefert fiir das Extremum des skalaren quadratischen Fehlers

- —

E@) =|A-Z-b>=(A-F—b,A-T—b)y=(A-T,A-T) —2(A-Z,b) + (b,b)
das lineare Gleichungssystem
(AT A)-z=A4"-b

der sogn. Normalengleichungen. Sie dienen etwa in der Geodisie dazu, trotz
der unvermeidlichen Messfehlern das Optimum an Information aus Messungen
herauszuholen. In den erwdhnten Anwendungen als Netzwerkprobleme haben
die entstehenden linearen Gleichungssysteme die durch die Diagonalmatrix C
mit strikt positiven Elementen gewichtete spezielle Form

(AT.C-A) - 2=AT.C-b—f

fiir gegebene Quellenterme b und f, deren Koeffizientenmatrix A7 - C - A sym-
metrisch und positiv definit ist. Sie extremalisieren den Skalar

E(f):%(A-ffg,C’-(A-ffE))f(f,f)
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der dort die Rolle der Energie spielt. Im Spezialfall C = E und j? = 0 wird aus
dem Netzwerkproblem offenbar das Problem der Ausgleichsrechnung. Allgemei-
ner fithrt Optimieren auf sogn. lineare Programme, bei denen neben linearen
Gleichungen noch lineare Ungleichungen vorkommen diirfen. Mit der einer Ma-
trix A zugehorigen linearen Abbildungen lassen sich in der linearen Kodierungs-
theorie Kodes effektiv behandelt, mit denen Fehler erkannt und korrigiert und
Informationen chiffriert werden kénnen.

Bemerkenswerterweise erlaubt die Matrizenrechnung neben der Beschreibung
der stationdren Zustédnde d.h. der Statik auch die Beschreibung der ganzen dy-
namischen Entwicklung dieser Systeme. Mit der Eigenwertgleichung

A-Z=\¢, bazw. (A—AE)-&=0

in der die charakteristische Matrix A — \FE die Hauptrolle spielt, konnen Prozes-
se untersucht, gesteuert und geregelt werden, die wachsen, zerfallen schwingen
oder komplex stromen. Zusammen mit etwas Graphentheorie, die eng mit der
linearen Algebra verwoben ist und in der die Matrizenrechnung ebenfalls eine
wichtige Rolle spielt, lassen sich mit Matrizen die Prototypen von Maschinen
und ihre Dynamik beschreiben. Die jiingste erfolgreiche Anwendung der Eigen-
wertgleichung stochastischer Matrizen zur Berechnung der Dynamik diskreter
Markov-Prozesse dient in modernen Suchmaschinen dazu, Dokumente im Inter-
net zu gewichten, indem jedem Dokument ein um so grosseres Gewicht gegeben
wird, je mehr Dokumente mit moglichst grossem Gewicht auf dieses Dokument
verweisen. Damit wird das Verhalten eines Zufallssurfers simuliert. Allgemeiner
wird durch einen diskreten Markov-Prozess die zeitliche Entwicklung einen Sy-
stems modelliert, in dem der kiinftige Zustand zufillig vom aktuellen Zustand
und nicht von der ganzen Vorgeschichte abhéngt. Damit kénnen beispielswei-
se zufillige Pfade in Graphen und ihre statistischen Eigenschaften beschrieben
werden. Diese enge Beziehung zwischen Stochastik und linearer Algebra gehort
ins Gepéck jedes Informatikers, der sein Geld wert ist. Weitere Anwendungen
der linearen Algebra betreffen Bildbearbeitung, Kryptologie, Maschinenlernen,
Optimierung, Graphentheorie, Quantenberechnungen etc. Angewandte Mathe-
matik ist also kein Zweig der Mathematik, sondern hochstens die Kunst, Pro-
bleme auf lineare Algebra zu reduzieren.

Losungsmengen linearer Gleichungssysteme und Matrizen spielen beim Studi-
um der Geometrie eine zentrale Rolle. Anschaulich kann man sich eine einzige
lineare Gleichung als eine i.a. hochdimensionale Ebene — man redet von einer
Hyperebene — vorstellen. Ein lineares Gleichungssystem beschreibt dann das
Schnittgebilde mehrerer solcher Ebenen und lineare Abbildungen fiithren solche
linearen Rédume ineinander iiber. Die Grundaufgaben der analytischen Geome-
trie formuliert und 16st man zweckméssigerweise mit Hilfe der Matrizenrech-
nung. Die Aufgabe, eine lineare Abbildung umzukehren oder sie zu iterieren
bzw. interessante Information iiber sie zu erhalten, fiihrt auf gewisse lineare
Gleichungssysteme. Matrizen und die mit ihnen beschriebenen linearen Abbil-
dungen spielen in Form von Symmetrien bzw. von Koordinatentransformationen
oder beim Studium der Projektionen und der Perspektive in der Computergra-
phik oder in der speziellen Relativitdtstheorie eine zentrale Rolle, weil es sich
herausstellt, dass die meisten Lie-Gruppen als sogn. Matrizengruppen realisiert
werden konnen. Die lineare Algebra hat also neben der algebraischen auch eine
geometrische Seite und die algebraischen sind mit den geometrischen Aspek-



te so eng verwoben, so dass sie gemeinsam untersucht werden miissen, um ein
vollstdndige mathematische Theorie zu liefern. Klar geworden scheint das erst
so richtig Lagrange®, der meinte:

As long as algebra and geometry were separate subjects, their pro-
gress was slow and their uses limited, but when those two sciences
united, they have lent each other their forces, and have since mar-
ched together to perfection.

Aus moderner mathematischer Sicht handelt lineare Algebra von linearen Ab-
bildungen zwischen Vektorrdumen. Wir werden uns hier mit dem &quivalenten
Skelett dieser abstrakten Theorie befassen, jeweils eine Basis wihlen und da-
her mit konkreten Matrizen rechnen. Bezeichnen wir also mit Matgr die kleine
Kategorie, deren Objekte durch die natiirlichen Zahlen n, m ... (Dimensionen)
indiziert und deren Morphismen reelle m x n-Matrizen aus

Matg(n,m) = {(m x n) — Matrizen mit Elementen in R}

sind, so kann eine Matrix A € Matg(n,m) als Morphismus n — m bzw.
als lineare Abbildung A:R™ — R™ aufgefasst werden. Komposition ist das
iibliche Matrizenprodukt. Diese Zuordnung liefert einen voll-treuen Funktor
F:Matr — FinVecty in die Kategorie der endlich dimensionalen Vektorrdume,
der auf den Objekten surjektiv ist und daher eine Aquivalenz zwischen die-
sen Kategorien liefert, aber nicht kanonisch ist, weil er von der Wahl einer
Basis abhéngt. So gesehen wird die etwas armseelige natiirliche Zahl n € N
durch den reichhaltigeren Vektorraum R™ der Dimension n ersetzt; die Summe
natiirlicher Zahlen n + m entspricht bei dieser Ubersetzung von der Zahlen-
theorie in die Theorie der Vektorrdume der direkten Summe R™ @& R™ und
das Produkt n - m entpricht dem Tensorprodukt R™ ® R™. Fasst man einen
Vektor 7 € R™ als Funktion v:[l..n] — R auf, fiir die v(i) = v; gilt, so las-
sen sich die Elemente der direkten Summe R™ @ R™ = R™™™ als Funktio-
nen [l..n] + [1.m] = [1.n + m] — R und die Elemente des Tensorproduktes
R™ @ R™ = R™™ als Funktionen [1..n] x [1.m] = [1.n - m] — R auffassen.
Statt dass man also zwischen zwei typischen Objekten der Zahlentheorie, d.h.
zwischen zwei natiirlichen Zahlen n und m kaum interessante Beziehungen fin-
det, erhélt man in der reichhaltigeren Theorie der endlich dimensionalen Vek-
torrdume FinVectyr zwischen den zugehorigen Vektorrdumen R™ und R™ in-
teressante Beziehungen, die sich effizient in Form von Matrizen A € R™", d.h.
als Morphismen A:R"™ — R™ der Kategorie Maty darstellen lassen. Beispiels-
weise hat die Zahl 3 keine interessante innere Struktur; im Gegensatz dazu lédsst
der zugehorige Vektorraum R3 interessante Symmetrien in Form der speziellen
orthogonalen Gruppe SO3(R) zu, die sich geometrisch in Form von Raumdre-
hungen interpretieren lassen.

Der Vektorraum R™ hat weitere Struktur. Die assoziative und kommutative
Vektoraddition
w:R™ x R™ — R™, (&, 5 —Z+y

liefert ein kommutatives Monoid mit der eindeutigen linearen Abbildung

7RO = R™ 00

31736 — 1813.
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als Einheit. Dual liefert die koassoziative und kokommutative Diagonalenabbil-
dung (Duplikation)

a:R™ — R™ x R™, Z— (Z,7)
ein kommutativen Komonoid mit der eindeutigen linearen Abbildung (Ldschen)
mR™ =R, F—0

als Koeinheit. Wie diese Strukturen miteinander vertréglich sind, beschreibt die
Algebra eines bikommutatives Bimonoides. Weil die Multiplikation mit einem
Skalar r € R eine weitere vertrigliche Struktur

s:R — End(R™), re Sy, [s0(F) = ra]

liefert, hat der Vektorraum R™ die Struktur eines bikommutativen Bimonoids
iiber R. Die Kategorie Matg entpuppt sich als freie symmetrische Monoidal-
kategorie {iber einem bikommutativen Monoid iiber R und die erwéhnten Ver-
traglichkeiten charakterisieren die lineare Algebra vollstéindig.

Aus postmodernern Sicht hat die Matrizenrechnung folgende Charakterisierung.

Satz. Fiir einen kommutativen Rig R ist Matr der PROP fiir die bikommuta-
tiven Bimonoide {iber R.

Dabei versteht man unter einem kommutativen Rig einen kommutativen Ring
ohne Negative, d.h. auf die Bedingung, dass jedes Element ein additives Inverses
hat, wird verzichtet. Beispiele sind neben dem Koérper (R, +,0, x,1) und dem
Ring der ganzen Zahlen (Z, +,0, x, 1) die natiirlichen Zahlen (N, +, 0, x, 1) oder
die Boolesche Algebra (B, V,0, A, 1) mit der Disjunktion V und der Konjunktion
A. Ein PROP ist eine strikt symmetrische Monoidalkategorie, deren Objekte die
natiirlichen Zahlen sind und deren Tensorprodukt auf den Objekten die Addition
ist. Ein Morphismus [n] — [m] in einem PROP kann man sich als Blackbox
mit m Inputs und n Outputs vorstellen, die beliebig vertauscht werden diirfen.
Die (m x n)-Matrizen mit Elementen aus R bilden die Morphismen [n] — [m]
eines PROP Matg und im Satz wird behauptet, dass ihre Algebren, d.h. die
Kategorie der symmetrischen Monoidalfunktoren Matr — C in eine beliebige
symmetrische Monoidalkategorie C dquivalent zur Kategorie CBMong(C) der
bikommutativen Bimonoide {iber R in der Kategorie C ist, d.h. es gilt

SymMon(Matg, C) =2 CBMong(C)

Die Situation ist analog zur Kategorie FinSet der endlichen Mengen und Funk-
tionen. Deren Skelett ® hat als Objekte die durch die natiirlichen Zahlen indi-
zierten endlichen Mengen

(ny:={0,1,...,n—1}, neN

und die Einbettung F: ® — FinSet. Die Addition liefert eine symmetrische
Monoidalstruktur mit dem Neutralelement (0). Weil (@, +, (0)) die freie symme-
trische Monoidalkategorie mit dem kommutativen Monoid (1) ist, beschreiben
die Funktionen endlicher Mengen einen PROP, dessen Algebren die kommutati-
ven Monoide sind. Es ist in der Tat das universelle kommutative Monoid (freie



symmetrische Monoidalkategorie mit einem kommutativen Monoid (1)), d.h. fiir
jede symmetrische Monoidalkategorie C erhélt man eine Aquivalenz

SymMon(®, C) = CMon(C)

Beschréinkt man sich auf die monoton wachsenden Funktionen (n) — (m), erhilt
man die skeletale Unterkategorie A C ® der augmentierten Simplizes. Weil die
Monoidalkategorie (A, 4+, (0)) die freie Monoidalkategorie mit dem Monoid (1)
ist, beschreiben die monotonen Funktionen endlicher Mengen einen PRO, dessen
Algebren die Monoide sind, d.h. man erhélt eine Aquivalenz der Kategorie der
monoidalen Funktoren und monoidalen natiirlichen Transformationen in eine
beliebige Monoidalkategorie C zur Kategorie der Monoide und Monoidhomo-
morphismen in C, d.h. es gilt

Mon(A, C) =2 Mon(C)

Die Kategorie A ist Ausgangspunkt der algebraischen Topologie und der homo-
logischen Algebra und damit tatséchlich der ganzen postmodernen Mathematik.

Eine weitere wichtige Quelle fiir Matrizen und lineare Gleichungssysteme ist
die Analysis. Vereinfachend kann man sagen, dass Analysis darin besteht, ge-
kriimmte Objekte — man redet von sogenannten glatten Mannigfaltigkeiten
— und komplizierte Funktionen, die darauf definiert sind, lokal in “unendlich
kleinen” Umgebungen einzelner Punkte — man redet von sogenannten Tangen-
tialrdumen in den Punkten — zu studieren. Der entscheidende Vorteil besteht
darin, dass in einer solchen “infinitesimal kleinen” Umgebung alles linear wird
und sich durch einfacher zu behandelnde flache Objekte und lineare Funktio-
nen approximieren ldsst — man redet im Zusammenhang mit diesem natiirli-
chen Prozess auch von Linearisieren. Der Vorteil davon, dass lineare Strukturen
natiirlicherweise in infinitesimalen Strukturen auftauchen, besteht darin, dass
die Probleme der linearen Algebra in vieler Hinsicht einfacher sind und sich viel
effizienter 16sen lassen, als die urspriinglich von den Analytikern formulierten
Probleme. Deshalb werden die meisten Probleme der Mathematik und der Phy-
sik zur effektiven Losung erst einmal linearisiert und landen somit frither oder
spéter in der linearen Algebra. Die Funktional-Matrix und die Hesse-Matrix

of) = (9;f),  H(f) = (0:9;f)

verallgemeinern die erste f/ und die zweite Ableitung f” bzw. die Steigung und
die Kriitmmung auf hthere Dimensionen. Entscheidend fiir die Analysis ist dann
der Umstand, dass der Linearisierungsprozess funktoriell ist, d.h. dass die Kom-
position von Funktionen mit der Komposition ihrer Linearisierungen vertréglich
ist. In der Sprache der Analysis besagt dieser fundamentale Sachverhalt, dass
unter der Linearisierung die Verkettung zweier Funktionen f und g zur Verket-
tung ihrer Funktionalmatrizen wird, wie die Kettenregel

d(go f)=09(g)-0(f)

besagt. Damit erlaubt es die Linearisierung einer Differentialgleichung, Aussa-
gen iiber ihr Stabilitdtsverhalten zu machen. Nur mit Hilfe von finiten Elemen-
ten bzw. Systemen von Differenzengleichungen lassen sich die meisten partiellen
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Differentialgleichungen und Systeme von Differentialgleichungen numerisch ap-
proximativ l6sen?. Geometrisch ist die lineare Algebra also die lokale Theorie
der Mannigfaltigkeiten. Um mit den flachen Hyperebenen der linearen Algebra
allerdings gekriimmte Objekte geniigend gut approximieren zu kénnen, wird
man in der Regel mit vielen linearer Gleichungen rechnen miissen. Deshalb wer-
den solche Objekte als Polytope bezeichnet und basieren die meisten seriGsen
Anwendungen auf multilinearer Algebra.

Schliesslich ist die lineare Algebra nicht einfach irgend eine weitere Sammlung
mathematischer Tricks zum Losen von Problemen, sondern eine ausgewachsene
mathematische Theorie. Der Kosmos der linearen Algebra spielt aus mathema-
tischer Sicht eine prominente Rolle, weil fiir ihn mit Hilfe der Matrizenrechnung
systematische und konstruktiv ziemlich lange befriedigende Konzepte entwickelt
werden kénnen, die natiirlich miteinander vertriiglich sind. Fast® nur in der li-
nearen Algebra kann das Nebeneinander der algorithmischen, der algebraischen
und der geometrischen Seite einer Theorie studiert und bei Bedarf erst noch
davon abstrahiert werden. In jiingster Zeit hat zudem die ungewohnliche Logik
der linearen Algebra, die im Gegensatz zur klassischen Logik auf die Resour-
cen Riicksicht nimmt und beispielsweise das Kopieren nicht erlaubt, zu einem
vertieften Verstdndnis der Rolle von Information in der Informatik und in der
Physik gefiihrt. Tieferes Verstindnis der erfolgreichsten physikalischen Theorie
aller Zeiten — der Quantenmechanik — deren Gleichungen linear sind und de-

4Tatsichlich ist der Autor der Meinung, dass einem heutigen Ingenieur-Studenten viel zu
viel iiberholte Analysis und Trigonometrie zugemutet wird. Seiner Ansicht nach wiirde man
im 21. Jahrundert die noch zur Verfiigung stehende Zeit effizienter zum Lernen von natiirlicher
Mathematik, z. B. von mehr linearer Algebra investieren, als Tricks zum Integrieren, Losen
von Extremalaufgaben, Differentialgleichungen, Berechnen von Flidcheninhalten oder gar zum
Drillen von Dreiecksaufgaben, trigonometrischen Gleichungen usw. zu pauken und mystisch
im aussichtslosen numerischen Chaos herumzuwiihlen. Wir leben im Zeitalter des Computers
und nicht mehr in jenem des Rechenschiebers und der Tabellenwerke. Bei den enorm vielen,
in kiirzester Zeit durchgefithrten arithmetischen Operationen ist man erst recht darauf an-
gewiesen zu verstehen, was eigentlich ablduft und kann nicht einfach gedankenlos die schnell
entstanden farbigen Bildchen anstaunen und blind auf einen weiteren Knopf driicken. Parado-
xerweise lassen sich die alten Praktiker von der praktischsten aller bekannten Theorien nicht
so leicht iiberzeugen, weil sie sie selten gut genug kennen. Gutes Anwender-Handwerk, das
heute meistens als Modellieren bezeichnet wird, wiirde von ihnen aus dieser Sicht verlangen,
die hinter einer beabsichtigten Anwendung liegende mathematische Struktur — also insbe-
sondere das zugehorige lineare Problem — zu erkennen und es direkt, d.h. ohne Umweg iiber
die Analysis, zu modellieren, d.h. abstrakt zu formulieren. Der Rest ist Mathematik. Dass die
Wahl einer moglichst natiirlichen mathematischen Sprache einen wesentlichen Einfluss darauf
hat, wie weit man mit ihr kommt, erkennt man, wenn man die Komplexitit der Multiplikation
CCLIV - LVII im Zahlensystem der alten Romer, die sich auf ihre Bodenstandigkeit auch viel
einbildeten, mit jener von 254 - 57 im Dezimalsystem oder gar mit 111111102 - 1110012 im
Binérsystem vergleicht. Ein romischer Praktiker hitte sich vermutlich 254 Eimer verschafft
und in jeden 57 Erbsen abgezéhlt. Dann hétte er alle Eimer zusammengeschiittet und ver-
sucht, die Erbsen des ganzen Haufens zu zdhlen! Nach endlich langer Zeit hitte er das Ergeb-
nis MMMMMMMMMMMMMMCDLXXVIII erhalten, das wir heute im Dezimalsystem kurz
durch 14’478 oder binér durch 111000100011102 darstellen und von einer Maschine in wenigen
Nanonsekunden berechnen lassen. Andere elementare Beispiele, wo eine bessere Theorie Wun-
der gewirkt hat, sind die Trigonometrie, die sphirische Trigonometrie oder die Beschreibungen
von Drehungen im Raum mit Hilfe von Euler-Winkeln. Diese Theorien werden mit Hilfe der
komplexen Zahlen, der Vektorrechnung und den Quaternionen konzeptionell einfacher und
damit durchsichtiger und zuverldssiger. Ferner muss man erst noch nicht mehr rechnen wie
wild! Warum solche nicht-linearen Theorien einem Anfinger iiberhaupt noch gelehrt werden,
ist also vollig schleierhaft, peinlich und nicht einmal politisch verstéandlich.

5Vergleichbar sind einzig die algebraische Geometrie und die algebraische Topologie, obwohl
dort die Effizienz der Algorithmen fiir den Praktiker (derzeit) zu wiinschen {iibrig lésst.



11

ren (multi-)linearer Charakter fiir ihre Verriicktheiten im Zusammenhang mit
den Superpositionen, Unbestimmtheitsrelationen und Verschrinkungen verant-
wortlich ist, hat in jlingster Zeit zu einer Fusion der beiden Gebiete in der
Quanteninformatik gefiihrt.

Den Interessen und der Vorbildung der Studenten entsprechend werden wir unse-
ren Schwerpunkt auf die algorithmische Seite legen und viele konkrete Probleme
16sen. Trotzdem wollen wir ab und zu versuchen, uns aus dem numerischen Mo-
rast in die Luft zu erheben, um aus der Vogelperspektive etwas weiter zu sehen
und ein tieferes Versténdnis fiir die zugrunde liegenden mathematischen Zusam-
menhénge und Strukturen zu entwickeln, weil auch viele Anwender hoffentlich
frither oder spéter die rechnerische Knochenarbeit einer Maschine {iberlassen
und iiber ihr Gebiet lieber nachdenken als stumpfsinnig weiterrechnen werden.

In der Regel werden in einer realistischen Anwendung Gleichungssysteme mit
hundertausenden von Unbekannten entstehen. Diese grosse Zahl linearer Glei-
chungen zeigt schon, dass eine allgemeine Theorie nétig ist, wenn man nicht
einfach als Krote im numerischen Sumpf suhlen will. Historisch war das den
Mathematikern lange nicht klar. Die lineare Algebra wurde namlich spéter als
viele andere — kompliziertere — Theorien zu einer vollstindigen Theorie ent-
wickelt. Die Mathematiker wollten die lineare Algebra lange Zeit nicht als ei-
genstéindige Theorie anerkennen — sie war ihnen zu einfach! Zum Gliick haben
Physiker beim Studium physikalischer Theorien, wie Hamilton und Maxwell in
der linearen Elektrodynamik oder die Modernen in der linearen Quantenmecha-
nik, nicht aufgehort, immer wieder Vektoren zur Beschreibung ihrer Systeme zu
benutzen. Erst als die Mathematiker am Anfang des 20. Jahrhunderts begonnen
haben, ihr Augenmerk auf das Studium von Symmetrien zu richten, ist ihnen
die zentrale Bedeutung der linearen Algebra klar geworden.

Matrizen haben sich dann spéter in der Informatik als idealer Datentyp erwie-
sen: mit Maschinen kénnen Matrizen einfach manipuliert werden. In der Bild-
und Signalverarbeitung treten in der Regel sehr grosse Matrizen auf. Ein TV-
Signal beispielsweise benotigt etwa 107 Pixel pro Sekunde, um alle relevanten
Informationen darstellen zu koénnen. Eine einzige Sekunde eines solchen ab-
getasteten Signals kann als Vektor mit 107 Komponenten aufgefasst werden.
Ein kurzer Film liefert 10% solcher Vektoren. Ein 90-miniitiger Film, der mit
24 Bildern pro Sekunde liuft, besteht aus 129’600 Bildern, von denen jedes
2048 - 872 Pixel mit 4 Bytes Farbinformation enthélt. Ein solcher Film braucht
bei der Herstellung also rund 2 - 10'? [Bytes] d.h. 2 [TB] Speicherplatz. Da-
tenmengen dieser Grossenordnung und erst recht der von den Geheimdiensten
vollstandig abgehorte weltweite E-Mail-Verkehr, die von der Polizei angelegten
Fingerabdruck-Datenbanken oder die Webseiten des Internets miissen dann mit
Hilfe der linearen DFT und anderen linearen Datenfiltern, etwa der Wavelet-
Transformation, oder von linearen Bewertungsalgorithmen wie dem von Goo-
gle benutzten PageRank-Algorithmus oder dem HITS-Algorithmus in kiirzester
Zeit durchsucht, geglittet, gefiltert, komprimiert, sortiert oder sonstwie verar-
beitet werden. Wegen der sehr grossen Menge in solchen Anwendungen anfal-
lender Daten ist es wichtig, alle Matrizenoperationen moglichst effizient und
stabil durchfithren zu kénnen, um Rechenzeit zu sparen und um moglichst we-
nig Rundungsfehler in Kauf nehmen zu miissen. Um den zu erwarteten Aufwand
abschétzen zu konnen, werden wir regelméssig die Komplexitdt unserer Verfah-
ren untersuchen und gelegentlich das numerische Verhalten der fundamentalen
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Algorithmen unter die Lupe nehmen.
Die DFT kann als Multiplikation mit der speziellen Matrix mit den Elementen

F, = (6(%1)(571)’%1‘) eCcm, 1<r,s<n
aufgefasst werden, in der die komplexen n-ten Einheitswurzeln
Fi=e*FeC, (0<k<n-—1)

die algebraisch die Gleichung (™ = 1 16sen und geometrisch auf den Ecken eines
regulidren n-Ecks liegen, eine prominente Rolle spielen. Diese komplexe Matrix
lautet ausgeschrieben

1 1 1 1 ‘e 1
1 C CQ C3 .. gn—l

Fn _ 1 C2 44 (:6 . C2(n—1) c o
i <n.—1 CQ(T;/—I) <3(7;—1) . C(n—l).‘(n—l)

Thre Zeilen und die Spalten sind paarweise orthogonal und haben alle die selbe
Norm n, was sich in der Matrizengleichung

F, F'=n-BE,=F. -F,

manifestiert, auf Grund der die Matrix Fj, leicht invertierbar ist. In den Anwen-
dungen taucht die Fourier-Transformation immer dann auf, wenn periodische
Phénomene eine Rolle spielen. Dass sich die Fourier-Transformation speziell
gut mit periodischen Phdnomenen vertréigt, hingt damit zusammen, dass einer-
seits unter F,, ein r-periodisches Signal in ein - periodisches Signal iibergeht.
Mit der Matrix F),, lassen sich andererseits alle zirkulanten Matrizen, die im
Zusammenhang mit der zyklischen Faltung auftreten, simultan diagonalisieren.
Das hat zur Folge, dass unter Fourier-Transformation das Faltungsprodukt in
ein elementweises Produkt iibergeht und dass daher die Fourier-Transformation
eines beliebigen Vektors auf einfache Art mit der Fourier-Transformation des
zyklischen Shift dieses Vektors vertréglich ist, weil seine k-te Komponente ein-
fach elementweise mit (¥ multipliziert wird. Dieser Sachverhalt erlaubt es dann
sogar, dass wir zwei (grosse) ganze Zahlen oder zwei Polynome sehr viel schneller
multiplizieren kénnen, als wir es in der Schule gelernt haben.

Dass das Matrizenprodukt eines Vektors @ mit der Matrix F,, speziell effizient
berechnet werden kann, héngt mit einer bemerkenswerten Faktorsierungseigen-
schaft dieser Matrizen zusammen, die von den Symmetrien der reguliren n-Ecks
und der Struktur des Tensorproduktes herrithren. Ordnen wir ndmlich fiir gera-
des n = 2k die Komponenten des zu transformierenden Vektors @ € C™ so um,
dass wir zuerst seine geraden und dann die ungeraden Komponenten hinschrei-
ben, erhalten wir die Blockzerlegung

agp
ag
a1 .
F; nF]
F,-a=F, - : — k Gk . an—2
: Fy | =G Fy a1
Ap—2 .
Gn—1 :

Gp—1
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Die spezielle Struktur der Matrizen F;, ldsst sich mit Hilfe des Tensorproduktes
besonders iibersichtlich ausdriicken. Beispielsweise gilt

Fi6 = B - (E2 ® Bg) - (E4 ® By) - (B3 ® By) - Py

Dabei setzt die Permutationsmatrix P, die m geraden Komponenten vor die
m ungeraden (Bitumkehr) und die sogn. Schmetterlingsmatrix By, ist definiert
als Blockmatrix von Diagonalmatrizen

’ i i i .z iy mi
B2l—(E§ _I/[l/l >7 Wz:dlag(l,ez e el l)

Dieser rekursive Aufbau der Fourier-Matrix F;, gestattet es, die Rechnung sehr
effizient durchzufiithren, (FFT) weil dank der Faktorisierung Fig mit Fg und re-
kursiv Fg mit Fy und schliesslich F; mit F5 in sehr enger Beziehung steht. Der
FFT-Algorithmus erlaubt es, Matrizenprodukte mit F}, nicht mit der iiblichen
Komplexitit O(n?) sondern mit der Komplexitit O(n - log(n)) zu berechnen.
Diese enorme Effizienzsteigerung ist der Grund fiir den Erfolg moderner ange-
wandter Gebiete wie etwa der Signaltechnik und schliesslich Grundlage fiir mehr
als einen Drittel des globalen Sozialproduktes.

Generell stehen Zerlegungseigenschaften gewisser Matrizen sowohl vom theore-
tischen als auch vom praktischen Standpunkt her im Zentrum des algorithmi-
schen Interesses. Beispielsweise diirfte in der ndheren Zukunft die recht gute
Parallelisierbarkeit der Matrizenrechnung, die sich in den Blockzerlegungen von
Matrizen manifestiert, eine immer wichtigere Rolle spielen.

Weil wir im allgemeinen viele Gleichungen und viele Variablen betrachten miissen,
benétigen wir eine kompakte und systematische Bezeichnungsweise fiir lineare
Gleichungssysteme. Ein lineares Gleichungssystem von m Gleichungen in den n
Unbekannten x1, xs, . .., x, schreiben wir als:

1121 + G122 + -+ QnTy = by
2121 + G22%2 + -+ G2pTn = b2

Am1%1 + AmaT2 + -+ QppTn = bm

Dabei werden die 1, x2,...,x, auch als Unbestimmte, die a;; als Koeffizienten
und die b; als Konstanten des Systems bezeichnet. Unter einer Ldsung dieses
Gleichungssystems verstehen wir n Zahlen x4y, 2o, ..., x,, die alle Gleichungen
des Systems erfiillen. Die Gesamtheit aller Losungen heisst Ldsungsraum des
linearen Gleichungssystems. Die zentralen Fragen in der Theorie der linearen
Gleichungssysteme sind die folgenden:

1. Hat ein gegebenes lineares Gleichungssystem diberhaupt eine Lisung?
2. Wieviele Losungen hat ein lineares Gleichungssystem?
3. Wie kann man alle Losungen konstruieren und dberblicken?

Bevor wir Antworten auf diese Fragen suchen, wollen wir lineare Gleichungssy-
steme mit Hilfe von Matrizen {ibersichtlicher darstellen. Um Schreibarbeit zu
sparen, ersetzen wir ein lineares Gleichungssystemystem durch die erweiterte
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Matriz des Systems. Die erweiterte Matrix von obigem linearen Gleichungssy-
stem besteht aus seinen Koeffizienten und Konstanten, die wir zum rechteckigen
Schema

ai;x  aiz o a1 | b

- a a RS a b

(A | b) _ 21 22 2n 2
am1  Am2 Amn bm

zusammenfassen. Beim Aufstellen der erweiterten Matrix miissen die Unbekann-
ten in allen Gleichungen in der selben Reihenfolge auftreten. Gegebenenfalls
muss man mit einer 0 andeuten, dass eine Variable nicht vorkommt. Im linken
Block A der erweiterten Matrix steht die Koeffizientenmatriz und im rechten
Block b steht der Konstantenvektor. In unserem Beispiel lauten sie also

a11 a2 - Gln by

az1 a2 az > bo
A= no| b—

am1  Am2 Amn b,

Die doppelte Indizierung der Elemente a;; einer Matrix A erlaubt es, diese
Komponenten innerhalb des rechteckigen Systems schnell zu lokalisieren — das
Element a;; liegt in der i-ten Zeile und in der j-ten Spalte. Der erste Index der
Matrix a;; gibt also an, in welcher Zeile der Koeffizient steht (Zeilenindex). Der
zweite Index entspricht der Nummer der zugehorigen Spalte (Spaltenindex).

1 — j —= n

|
7 [£%7]
!
m

Im linearen Gleichungssystem entspricht der Zeilenindex der Gleichungsnum-
mer und der Spaltenindex der Variablennummer. Da in unserer Matrix m Zei-
len und n Spalten vorkommen, hat A den Typ m X n. Die erweiterte Matrix
(A | b) hingegen hat den Typ m X (n + 1). Die positionelle Schreibweise von li-
nearen Gleichungssystemen wurde bereits 1693 von G.W. Leibniz in einem Brief

verwendet.

Man beachte iibrigens die aus dem Lateinischen stammenden Singular- und
Plural-Formen. Jeder halbwegs gebildete Mensch redet in unserem Zusammen-
hang von einer Matrix und von vielen Matrizen oder ganz gebildet von Matrizes.
Eine Matrize ist ein Begriff aus dem Druckwesen und hat mit unserem Gegen-
stand nichts zu tun! Ganz entsprechend werden wir es manchmal mit einem
Index und notgedrungen ofter mit mehreren Indizes zu tun haben, obwohl wir
nach Moglichkeit darauf verzichten, eine Indexschlacht zu veranstalten, sondern
zu viele Indizes als Indizien dafiir interpretieren, dass eine bessere mathemati-
sche Sprache fiir den betreffenden Sachverhalt gesucht werden sollte.

Wir wollen diese Begriffe an einer jener Textaufgaben demonstrieren, die in der
Sekundarschule den Rechnungsunterricht dominiert haben.

Beispiel. In ein Gefiss mit einem Inhalt von V' Volumeneinheiten miindet eine
Zuleitung mit der u-fachen Leistung der wegfithrenden Ableitung. Falls die Ab-
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leitung ¢ Zeiteinheiten und die Zuleitung v-mal so lange offen sind, fliesst das
Gefiiss iiber. Wie gross sind die Leistungen® der beiden Leitungen?

Bevor er wie wild zu rechnen beginnt, sollte der Anwender sorgfiltig ein voll-
stiandiges Modell des Problems ausarbeiten. Dazu wéhlt er im vorliegenden Fall
etwa die Leistung des Abflusses 1 und die Leistung des Zuflusses x5 als Unbe-
kannte und bilanziert nun diese beiden Grossen.

L2

lm

Abbildung 1.2: Das Fiillen einer Badewanne.

Er beachtet, dass die Bezeichnungen fiir die Unbekannten willkiirlich sind und
welchen Einfluss eine andere Wahl auf die zu erwartende Losung haben wird.
Auch iiber die Rolle der Wahl der Orientierungen, die in der Figur durch die
Pfeilspitzen der beiden Stréme angedeutet wird, ist er sich vollsténdig im Klaren.

Auf Grund der Aufgabenstellung erkennt er hier ein Gleichgewichtsproblem fiir
die beiden Unbekannten z; und x5 und erhélt die beiden Gleichungen xo = uxy
und —tx;+vtxy = V, die er dann — geordnet — zum linearen Gleichungssystem

ury — x2= 0
—tx1 + vty =V

zusammenfasst und allenfalls seine physikalischen Einheiten kontrolliert. Bisher
war — bis auf das Ordnen — keine Mathematik im Spiel! Detailierte Kenntnis-
se des betreffenden Systems, die Definition der involvierten Grossen und ihrer
Einheiten, die Formulierung der relevanten Beziehungen ist Sache des Anwen-
ders — im vorliegenden Fall des Hydraulikers. Dieser Prozess heisst modellieren.
Die Aufgabe des Anwenders ist es auch, die notwendigen physikalischen Voraus-
setzungen an die Parameter zu formulieren. Im vorliegenden Fall wird er etwa
u, v, V> 0 verlangen. Ferner registriert er, dass er ein lineares Problem der
Dimension 2 vor sich und damit eine gute Chance hat, es vollstdndig zu 16sen.

In der Mathematik abstrahieren wir nun vom konkreten Problem und formulie-
ren das Modell in Form der zugehorigen erweiterten Matrix

(L) [

Was diese Symbole bedeuten, spielt schon deshalb keine Rolle, weil verschiedene
Anwendungen zum selben System fiihren kénnen.

6Gewisse Physiklehrer reden auch vom Volumenstrom.
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Um nun das erhaltene lineare Gleichungssystem zu l6sen, wird man es in ei-
ne einfachere, aber gleichwertige Form {iberfiihren, aus der man die gesuchten
Losungen direkt ablesen kann. Addition des t-fachen der ersten Zeile zum u-
fachen der zweiten ist wegen u > 0 unbedenklich, da umkehrbar, und hat den
Effekt, dass die erste Unbekannte in der zweiten Zeile eliminiert wird. Dieser
erste Eliminationsschritt liefert die neue Matrix

( 0 (uv_jl)t u?/ ) [ Zon ((wv — 1)1) ]

Man beachte, dass nun dank der neu vorhandenen 0 in der zweiten Zeile dort
die erste Unbekannte tatséchlich eliminiert ist. Um auch die zweite Unbekannte
in der ersten Zeile noch zu eliminieren, wird nun die zweite Zeile zum (uv — 1)t-
fachen der ersten addiert” und man erhilt das dquivalente System

(u(uv—l)t 0 uV> (1 0 (uv‘il)t>
uV o)’ 0 1 7(ug_V1)t

0 (uv — 1)t
in dem sich die beiden Unbekannten nicht mehr in die Quere kommen, weil
der linke Block dieser Matrix Diagonalgestalt hat. Division der beiden Zeilen
durch das jeweilige fithrende Element liefert die sogn. normierte, reduzierte Stu-
fenform, aus der sich nun die eindeutig bestimmte Losung des urspriinglichen
Systems leicht ablesen lasst. Es ist

v o wW
(uv — 1)t > (w— )t

xr1 =

Selbstverstéandlich muss sie nun durch Einsetzen in das urspriingliche System
kontrolliert werden. Im vorliegenden Beispiel ist die erste Gleichung zo = ux;
sofort ersichtlich und die zweite muss nachgerechnet werden.

CAS. Rechnungen wie diese lassen sich mit Hilfe eines Computer-Algebra-
Systems leicht durchfithren. Bei der Wahl von Maschinen und Programmier-
sprachen entbrennen unter Anwendern regelmissig heilige Kriege, die der Autor
einfach nur belidcheln kann, weil er weiss, dass sie alle Turing-vollsténdig, d.h.
gleich méchtig sind. Fiir ihn sind in erster Linie wissenschaftliche Argumente
ausschlaggebend. Wenn er schon Maschinen einsetzt, spielt deshalb fiir ihn keine
Rolle, welches Logo nun darauf klebt und er legt beispielsweise auf moglichst
grosse Zuverldssigkeit und Vielseitigkeit sowie auf eine moglichst iibersichtliche,
intuitive und gut dokumentierte Syntax einer Sprache wert.

Um den fundamentalen Unterschied zwischen symbolischer Mathematik und
Numerik zu erkennen, moge der Leser sich zunéchst iiberlegen, was die Auswer-
tung des Ausdrucks

(107° + 1) — 10™

liefern sollte, bevor er ihn blind mit seinem Taschenrechner auswertet. Fehler
solcher Art sind schwer zu entdecken und ob sie sich in einer lingeren Rechnung
als Zwischenergebnisse ergeben werden, ist theoretisch schwierig vorherzusehen.
Deshalb werden in einem CAS-System keine ungefragten numerischen Approxi-
mationen verwendet, d.h. ein solches System macht (fast) immer nur exakte Um-
formungen. Weil Mathematiker in ihren Theorien keine “Lotterie”-Ergebnisse

"Wir werden gleich besprechen miissen, was es bedeutet, wenn dieser Faktor verschwindet!


https://de.wikipedia.org/wiki/Turing-Vollst%C3%A4ndigkeit
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brauchen kénnen und wissen, dass Dezimalzahlen sich meistens anders verhalten
als erwartet, machen sie einen grossen Bogen um die unzuverliassige Numerik
und {iberlassen sie grossziigig den Anwendern. Denen kénnen sie dann halt nur
empfehlen, mindestens die Ergebnisse ihrer Bemiihungen sehr kritisch zu hin-
terfragen, damit sie nicht ganz wertlos sind.

Wenn das einzige System, das momentan die meisten® mathematischen Wiinsche
befriedigt, erst noch frei zugénglich und quelloffen ist; zusétzlich von hunderten
von Freiwilligen auf der ganzen Welt, die in diversen Diskussionforen auch fiir
Fragen und Probleme rund um die Uhr zur Verfiigung stehen, gepflegt und wei-
terentwickelt wird; es eng mit dem Textsatzsystem K TEX zusammenspielt und
erst noch viele der frei zugéngliche Packete enthilt, mit denen die unter Anwen-
dern verbreiteten, aber auch fiir Studenten siindhaft teuren Systeme problemlos
simmuliert werden kénnen, weil es die Mission

Creating a viable free open source alternative to Magma, Maple, Mathematica
and Matlab.

hat, ist seine Entscheidung gefallen. Er empfiehlt einer Schule, viel Geld fiir
die Lizenzen und den iiberfliissigen Informatik-Support einzusparen oder ander-
weitig — beispielsweise als Spende — einzusetzen. Einem Studenten empfiehlt
er, seine Zeit wihrend der Einfithrungswoche nicht mit Software-Installation zu
vertrodeln, sondern gleich zur Sache zu kommen und sich nun auf der Web-
Adresse umzusehen. Dort wird er sehen, dass Sage entweder sofort individuell
als Taschenrechner oder nach einer formlosen Anmeldung — sogar fiir die sehr
empfehlenswerte Zusammenarbeit mit Kommilitionen — in der Cloud benutzt
werden kann. Nach Bedarf kann er spéter die neueste Version des vollsténdi-
gen Programms immer noch auf seiner eigenen Maschine installieren. Im Web
findet er buchstéblich tonnenweise Einfithrungen, ein empfehlenswertes Tuto-
rial, ein umfangreiches Referenz-Handbuch, mehr oder weniger umfangreiche
Lehrbiicher — auch fiir die zugrundeliegende objektorientierte, dynamisch ty-
pisierte, weitgehend funktionale und erst noch leicht zu lernende Programmier-
sprache Python, die heute jeder Praktiker, der sein Salz wert ist, beherrschen
sollte, weil bei genauerem Hinsehen auch bei ihm die Entwicklungszeit die Lauf-
zeit eines Programms bei weitem iiberwiegt.

Fiir unser Beispiel gibt man etwa folgenden Kode

var("V, u, v, t")

b=vector ([0,V])

A=matrix([ [u,-1], [-t, v*xt] 1)

x=A.solve_right (b)

x1=x[0] .simplify_rational () .factor(); show(x1)

x2=x[1] .simplify_rational () .factor(); show(x2)

8Es sei nicht verschwiegen, dass auch CAS-Systeme ihre Tiicken haben. Um sie zu erkennen,
moge der Leser sich zunéchst iiberlegen, was die Losungsmenge der linearen Gleichung

a-r=a

fiir eine fest gewéhlte, aber beliebige reelle Zahl a ist und dann einen Kommilitonen bzw. ein
CAS-System befragen. Beide vereinfachen den Bruch ¢ automatisch zu 1 und beriicksichtigen
spezielle Werte nur selten. Genau solche Sonderfiille spielen aber in der Mathematik eine
wichtige Rolle, wie wir bereits in der linearen Algebra im Zusammenhang mit Parametern
erkennen werden. Abhilfe, d.h. eine vollstindige Liste aller Sonderfille ist hochstens von den
automatischen Theorembeweisern zu erwarten.


https://groups.google.com/forum/#!forum/sage-support
https://ask.sagemath.org/questions/
http://www.sagemath.org/
http://www.sagemath.org/
https://sagecell.sagemath.org/
http://www.sagemath.org/
http://doc.sagemath.org/html/de/tutorial/
http://doc.sagemath.org/html/de/tutorial/
http://doc.sagemath.org/html/en/reference/
http://sagebook.gforge.inria.fr/
http://www.gregorybard.com/SAGE.html
https://docs.python.org/2.7/library/index.html
https://www.youtube.com/watch?v=ytpJdnlu9ug&list=PLUl4u3cNGP63WbdFxL8giv4yhgdMGaZNA
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyN0LFugzAQgOEdiXc4wQKVg0LWiiFSqw7tzFCEIpMecIqxI9sQkgfLC-TF6kBVqVJV6smLv_t9A9dRkDPoGQwMbBDD0gmf8CC45paUhA_UkHNNvBIofa_KBtxbpaNizfJy2Zq0miR9YQZelTSWS4tywIOTjO9ts45bTWNUQNGzVVoyKFbW9T7YEn4d8hPVDsW6pgvh3Z0x3xuzbWKUGHCnqWltVC3mhsHb7Wp62QRT6qVvsL1d3WuUIEgi1-7yIpD2bS-NORuLnesf02ws1mViqDsKqs-7eXdcRHFS82ld8SOYVp2iMZ0iwmft3rrs7qjkPXr6xfd0R24cmf6P3Mzk-wnpD_MT8C2adw==&lang=sage
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und driickt dann die Taste “Evaluate”, um schliesslich den “Lésungsvektor” x
mit den von uns berechneten Komponenten x; und x5 abzulesen. Dieser Kode
bewirkt:

Zunichst deklarieren wir die involvierten Parameter.

Dann definieren wir einen Vektor b mit Hilfe einer Liste?.

Dann definieren wir eine Matrix A mit Hilfe einer Liste von Listen.

Dann erteilen wir dem Programm drei Befehle:

— Der erste berechnet den Losungsvektor x.

— Der zweite und der dritte extrahieren aus dem Loésungsvektor die er-
ste und die zweite Komponente, vereinfachen die entstandenen Briiche
und zeigen die Losungsformeln z; und x5 auf dem Bildschirm an.

Man beachte, dass in Sage mit 0 und nicht wie traditionell in der Matrizenrech-
nung mit 1 zu zéhlen begonnen wird!

Das Programm benutzt den von uns verwendeten Algorithmus, der auf der Idee
basiert, ein lineares Gleichungssystem solange durch ein einfacheres mit der
selben Losungsmenge zu ersetzen, wie dies moglich ist.

Auch die normierte, reduzierte Stufenform der erweiterten Matrix B = (A | b)
lasst sich mit Hilfe von Sage einfach berechnen, indem wir die beiden Befehle

B=A.augment (b)
C=B.rref () .simplify_rational().factor(); show(C)

verwenden. Mit dem ersten wird aus A und b die erweiterte Matrix B = (A | b)
zusammengestellt und mit dem zweiten deren vereinfachte normierte, reduzier-
te Stufenform berechnet. Wir werden bald sehen, dass die normierte, reduzierte
Stufenform einer Matrix noch viel mehr interessante und brauchbare Informati-
on liefert, als bloss die Losung eines linearen Gleichungssystems. Deshalb steht
sie und nicht so sehr die Losung des Gleichungssystems, von Anfang an im Zen-
trum unseres Interesses. Sie wird unser rechnerisches Arbeitspferd sein und wir
werden den Eliminationsalgorithmus im Laufe der Zeit genauer untersuchen.

Selbstverstédndlich kénnen wir auch die Kontrolle der vermuteten Losung Sage
iiberlassen indem wir zusétzlich die Befehle

1sl=u*x1-x2; show(lsl)
1s2=(-t*x1+v*t*x2) .combine () .factor(); show(1ls2)

benutzen. Wir setzen also die vermeintlichen Lésungen 1 und x5 in die linken
Seiten der beiden Gleichungen des Systems ein und vereinfachen die entstehen-
den Briiche. &

Nun ist es an der Zeit, die gefundenen Losungen unserer Aufgabe genauer zu be-
trachten und zu diskutieren. Zunéchst beachten wir, dass die beiden Losungsfor-
meln fast gleich aussehen und insbesondere ihre Nenner, die das Losbarkeitskri-
terium beinhalten, {ibereinstimmen. Dieses symmetrische Verhalten der Losung
und die Einheitenprobe machen das Resultat fiir den Anwender zusétzlich plau-
sibel.

9Wie in jeder fiir Mathematik optimierten Programmiersprache bilden Listen und nicht
etwa Zahlen in Sage den fundamentalen Datentyp.



https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyN0LFugzAQANAdiX84JYuJHNTOFUNIt6pTJRaEKpOcwynYVGebtPn6ukCHDpWwF9_Zene-UbHYVBKChFGC32SwYm2f8dorVp4GC2dkqBSTanu0adIWI578wKJ-kFWziptATZYWz8HLYJ1X1qMd8RoxlyaHwijP9ClqqIPcPzYS6r2PXe98A__V-etydGN8J_yRZy5NyuKQq3AxMSnalf3CtkTnyZhgLxOMfEPyyNGF1wWe97Eoc2bUIssdmY-e9Nf7PDnVx5xW07CyJ3DdcBPH7JdnPHU2asGeYYwR2fi0w_kfdmBDczXGc7gv5zcfNFodL78BOHKDCw==&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyNzrEOgyAUBdDdxH94cQKLprg2DP6ECyEGjVYSlQaQ0r_vs-nWpeu95928qB0pOgYHg8ggFDTPBhGnMVhH5JV1CoNWbDo4k4gEebCKKwayCnhQBgUnSKKtvV3j1DtzXwIZzoyLJK-q9mZ7rGZ-9U4HY3e9ElrP-rNPb-AX-ySJn75Bz__zDfo8Wz0XR5k4VKn5NhjRs2gEqQJWF3yxRF6PdhvMPv1uoaVvN99Pug==&lang=sage
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Bei der Diskussion der Losung stellt man fest, dass die gefundene Losung un-
brauchbar ist, falls der gemeinsame Nenner der beiden Briiche, die sogn. Deter-
minante

det(A) = (uv — 1)t =0,

verschwindet, weil dann die Division nicht durchgefiihrt werden kann. Dieser
Spezialfall liegt dann vor, wenn ¢t = 0 oder uv = 1 ist. Die erweiterte Matrix
nimmt dann nach dem ersten Eliminationsschritt die spezielle Form

u —1]0

0 0|V
an, aus deren zweiten Zeile klar wird, dass dieses System keine Losung haben
wird, falls V' > 0 ist, weil dann ein Widerspruch vorliegt.

Den ersten singuléren Fall ¢ = 0 miissen wir aus physikalischen Griinden nicht
weiter verfolgen. Er widerspricht der Kausalitdt, d.h. dem physikalischen Um-
stand, dass gleichzeitig nicht zwei unterschiedliche Verhé&ltnisse herrschen kénnen.

Der zweite singuldren Fall u - v = 1 entspricht physikalisch der Situation, dass
dem Gefiss gleich viel zu- wie abfliesst und es daher gar nie voll werden kann.
Offensichtlich ist in diesem Fall das Problem schlecht gestellt. Solche Sonderflle
muss der Informatiker in seinen Programmen abfangen, damit sie nicht bei einer
Division durch 0 abstiirzen; den Benutzer muss er auf diesen singuldren Fall
w - v = 1 mit Hilfe einer Fehlermeldung besonders hinweisen. Der Ingenieur
muss solche Sonderfélle genau kennen, weil dann sein System ein unerwiinschtes
Verhalten aufweisen wird: es kommt zu einem Kurzschluss oder zu einem Kollaps
der beabsichtigten Konstruktion. Leider weisst ihn ein CAS-System wie Sage auf
solche Sonderfiille nicht hin und er sollte besser den Kopf bei der Sache haben!

Aus diesen Beobachtungen ergibt sich die verbliiffende Moglichkeit, das vorlie-
gende Problem ohne viel Rechnerei durch kluges Raten zu l6sen — eine Moglich-
keit, die in der modernen Physik, wo die Systeme oft viel zu gross sind, um
sie rechnerisch zu l6sen, eine zentrale Rolle spielt und die unter Physikern als
Feynman-Methode bekannt ist und wie folgt charakterisiert wird:

You write down the problem. Then you look at it and you think.
Then you write down the answer.

Auch im Normalfall v -v # 1 ist in der numerischen Praxis nicht alles gleich
rosig. Um eine verlangte Genauigkeit des Resultates garantieren zu konnen,
wird man in der Ndhe der gefahrlichen Bedingung « - v = 1 mit unterschiedlich
grosser Prézision rechnen miissen, um diese Genauigkeit zu erreichen, weil dann
das Problem schlecht konditioniert ist. Dazu muss man allerdings verstehen, wie
genau ein Problem in Abhingigkeit von den Parametern konditioniert ist.

Die numerischen Losungen linearer Gleichungssysteme (A | l_;) mit quadratischer
Koeffizientenmatrix A koénnen, auch wenn sie existieren, sehr empfindlich von
den Daten abhéingen und zu vollsténdig unbrauchbaren Resultaten fithren, wenn
man diese Abhéngigkeit ignoriert. Fiir die Qualitdt des numerischen Losungs-
verhaltens eines linearen Gleichungssystems ist die Konditionszahl k(A) der
Koeffizientenmatrix verantwortlich. Darunter versteht man die Zahl, die durch

R(A) = |4] -|A7]
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definiert ist, wobei A~1 die inverse Matrix von A und

das sogn. Normquadrat'® bezeichnet. Es kann mit Hilfe des sogn. betrags-
grossten Eigenwertes der symmetrischen Matrix A7 - A berechnet werden.

Im Fall einer symmetrischen Matrix A ist die Norm |A| = Amax(A) gerade der
betragsgrosste Eigenwert und die Konditionszahl wird einfach zum Verhéltnis

() = 4] 1471 = 3

des betragsgrossten zum betragskleinsten Eigenwert von A. Zur Untersuchung
der Abhéngigkeit der numerischen Ergebnisse von den Daten braucht man also
die ganze Maschinerie der Matrizenrechnung.

In unserem Beispiel ist fiir ¢t = 1 die Koeffizientenmatrix

u -1
=47
symmetrisch. Ihr charakteristisches Polynom
Xa(A) = A2 — (u+v)A + (uwv — 1)

hat die beiden Eigenwerte

u+v+ 4+ (u—v)? u+v—/4+ (u—0)?
AL = 5 , Ag = 5

als Nullstellen. Damit ist hier die Konditionszahl

A ut vt A+ (u—w)?

X uto-— 44 (u—wv)?

K(A)

Sie wichst iiber alle Grenzen, wenn die singulidre Bedingung u - v = 1 erfiillt
ist. In der Néhe der Singularitdt hat diese Funktion ein relativ kompliziertes
Verhalten, wie ihre Niveaulinien und ihr Graph in folgender Figur zeigen.

Beim numerischen Losen eines linearen Gleichungssystems kann man auf Grund
von Rundungsfehlern etwa log,,(%(A)) Dezimalstellen verlieren.

CAS. Diese Informationen lassen sich mit folgendem Sage-Kode erhalten:

var ("u, v"

A=matrix([ [u,-1],[-1,v] 1); show(A)
p=characteristic_polynomial (A) ; show(p)
eig=A.eigenvalues() ;show(eig)
kondition(u,v)=eig[1]/eig[0] ;show(kondition)

contour_plot (kondition(u,v), (u,0,4),(v,0,4),labels=False,

10Fiir einen Vektor Z € R™ bzw. eine quadratische Matrix A € R™" bezeichnet

|Z| = max |z, bzw. |A| = ‘mlax |A - Z|
=1

hier die sogn. co-Norm.
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Abbildung 1.3: Die Konditionszahl k(A) der Matrix A.

plot_points=900, contours=[-30,-20,-10,-5,-3,3,5,10,20,30],
colorbar=True)

Man beachte, dass die Funktion x(A) nicht linear ist. Dieser Umstand weist
schon darauf hin, dass die Numerik auch der linearen Algebra alles andere als
erfreulich ist und schnell in einen schwer durchschaubaren Dschungel fithrt. <&

Das néchste Beispiel soll — genau so wie das simple Beispiel
11+11+11==233

noch einmal den Unterschied zwischen exakter Mathematik und Numerik an
Hand der linearen Algebra verdeutlichen.

Beispiel. Wir gehen von der symmetrischen Matrix A € R™" und den konstan-
ten Vektoren d,b € R™ aus, die fiir n = 8 folgendermassen gegeben sind:

1+ 1 1 1 1 1 1 1 761
2 3 4 5 6 7 8 280
i1 1 1 1 1 1 1 1 4609
2 3 4 5 6 7 8 9 2520
i1 1 1 1 1 1 1 1 3601
3 4 5 6 7 8 9 10 2520
i1 1 1 1 1 1 1 1 32891
A= 4 5 6 7 8 9 10 11 J= P 27720
R I S U U R A S H Y O O R 1o
5 6 7 8 9 10 11 12 27720
i1 1 1 1 1 1 1 1 323171
6 7 8 9 10 11 12 13 360360
1 1 i1 1 1 1 1 1 288851
7 8 9 10 11 12 13 14 360360
i1 1 1 1 1 1 1 1 52279
8 9 10 11 12 13 14 15 72072

Weil der Vektor b = A -d durch Multiplikation mit A erklért ist, hat das lineare
Gleichungssystem A - ¥ = b die exakte Losung & = d.

Fassen wir nun diese Daten als Matrizen reeller Zahlen Ag, JR un_c} ER auf
und l6sen dann das entstehende lineare Gleichungssystem Ag - Zr = bgr nume-
risch, erhalten wir einen numerischen “Losungsvektor” g, der sich vom exakten
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Losungsvektor & um den “Fehler”-Vektor”

—
—

[=7—2r

unterscheidet, dessen Norm | f| = 6.82 - 1077 noch ganz tragbar erscheint. Die
Konditionszahl dieser Matrix A betriigt x(A4) = 3.3 - 1019, wie man anhand des
zugehorigen Kodes erkennt.

Bereits fiir n = 16 betrigt die Konditionszahl der entsprechenden Matrix aller-
dings £(A) = 5.1 - 1022 und die Norm des “Fehler”-Vektors ist dann |f] = 8.34.
In diesem Fall enthélt also der numerische “Loésungsvektor” ©r Komponenten,
von denen keine einzige Dezimalstelle korrekt ist!

Fiir n = 32 betriigt die Konditionszahl x(A) = 1.3 - 10*" und die Norm des
“Fehler”-Vektors ist nun | f] = 257.66. Die Konditionszahl (A) dieser Matrizen
wéchst mit ihrer Grosse n exponentiell wie e’s". In diesem Beispiel sind also keine
“Messfehler” der Daten involviert. Nur die numerische Approximation und die
schwer durchschaubare “Arithmetik” der Dezimalzahlen fiithren zu Lotterie.

Wir werden numerische Probleme deshalb in Zukunft ausser acht lassen und
vorwiegend mit exakten Zahlen rechnen, weil wir schon jetzt erkennen, dass
fiir ein gewisses Verstdndnis der durch die Numerik in die linearen Algebra
eingeschleppten “Fehler” bereits die ganze Theorie erforderlich ist. Abgesehen
davon gibt es sehr effiziente Algorithmen fiir die lineare Algebra iiber QQ, so dass
wir dadurch nicht viel an Effizienz einbiissen.

Die Daten einer Anwendung sind allerdings meistens gar nicht exakt gegeben,
sondern hochstens approximativ bekannt. Dort handelt es sich meistens um
Messwerte oder um Approximationen nichtlinearer Gleichungs- oder Differential-
gleichungssysteme 3’ = f(7), die aus der Analysis stammen und daher mit
Hilfe einer Funktional-Matrix (f) formuliert werden miissen, die in der Regel
schlecht konditioniert ist. Daher wird sich ein Anwender schon irgend einmal
intensiv mit dieser Problematik befassen miissen, wenn er mochte, dass die Er-
gebnisse seiner Rechnungen Relevanz haben. O

Ein Benutzer wird nun den Parametern erlaubte numerische Werte zuweisen.
Im vorliegenden Fall misst er etwa u = v =2, ¢t =7 und V = 21. Damit hat das
lineare Gleichungssystem die numerische Form

233‘1 — Xro = 0
771’1 + 14I2 =21

Die zugehorige erweiterte Matrix lautet dann

- (Gila) (A505) (AL

-7 14|21 )° -1 2 (3 )’ 2 =110
Um mit betragsmaéssig moglichst kleinen ganzen Zahlen weiterrechnen zu kénnen,
haben wir zundchst die zweite Zeile durch ihren grossten gemeinsamen Teiler
geT(—7,14,21) = 7 geteilt. Man beachte, dass die zugehorige primitive Glei-
chung —x7 + 2x2 = 3 die selbe Losungsmenge wie die urspriingliche hat. Dann

vertauschen wir die beiden Zeilen, wobei sich auch dabei die Losungsmenge nicht
verandert. Schliesslich addieren wir das 2-fache der ersten Zeile zur zweiten, was


http://sagecell.sagemath.org/?z=eJylktFKwzAUhu8LfYfAbpK5VXsnSC56oSBTYbnwpozR2dMtW3sCaa3RB_MFfDHTbN06dYO5XoT2lPP9Px9Bfu17vhfxIqm0NHQ8HsRxeEnlxXIYMpIpTSSRSOIwCHAycYNlZ8AI6T26VVLIioBJVhUgGSnIMvkhAe2X76W8hpdKaYcPf1Et5PDTe4aVXT2Gn_Gonx5jnIc3PApKldcw1XK-qOiM3ZQL9UbN0d4b_K1jkoevz_IV5861aGULcarsrmsNkOd_uBat7AZ_muyujAP4meCR6KfiXNcH8KbB79sWrW7BGn0ZN2Jo_hNvC9zBIgdduxq-VyRmmvHmXM-bVxsTy8nQ2GOnTic4B3o1QLa113tSuiAplKTLLH3PdXVkV3elMJWVVGgvEdoVeo-ZRFm9sz6NAok16BIoYz9-rjNG7bIN0vuq1ldoE7cNcZG-9w3tVhAq&lang=sage
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wiederum die Losungmenge nicht veréndert, aber in der zweiten Zeile die erste
Variable eliminiert.

-1 2|3 -1 2|3 -1 0] -1 1 0|1
0 36 )’ 0o 112 )’ 0 12 J7 \0 1|2

Um wiederum mit moéglichst kleinen Zahlen weiterrechnen zu kénnen, haben wir
nun die zweite Zeile durch 3 dividiert. Schliesslich haben wir das (—2)-fache der
zweiten Zeile zur ersten addiert, um in der ersten Zeile die zweite Variable zu eli-
minieren. Schliesslich haben wir im letzten Schritt noch die erste Zeile normiert,
indem wir sie mit (—1) multipliziert haben. Aus der damit entstandenen sogn.
normierten reduzierten Stufenform lesen wir nun als Losung unseres Problems

Ilzl, $2:2

ab. Selbstverstindlich ldsst sie sich durch Einsetzen in das urspriingliche Glei-
chungssystem kontrollieren.

CAS. Die soeben durchgefithrten Umformungen der erweiterten Matrix B las-
sen sich mit Hilfe des folgenden Sage-Kodes realisieren:

b=vector ([0,21])

A=matrix([ [2,-11,[-7,14] 1)

B=A.augment (b) ; show(B)

Bl = B.with_rescaled_row(1,1/7); show(B1)

B2 = Bl.with_swapped_rows(0,1); show(B2)

B3 = B2.with_added_multiple_of_row(1,0,2); show(B3)
B4 = B3.with_rescaled_row(1,1/3); show(B4)

B5 = B4.with_added_multiple_of_row(0,1,-2); show(B5)
B6 = B5.with_rescaled_row(0,-1); show(B6)

Fiir eine Matrix A werden also die Elementaroperationen durch folgende Befehle
erzeugt:

I. Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile.
A.with_swapped_rows(j-1,i-1)
II. Addition des r-fachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile.
A.with_added_multiple_of_row(j-1,i-1,r)
ITI. Multiplikation der i-ten Zeile mit dem Faktor r.
A.with_rescaled_row(i-1,r)
Diese Elementaropertionen lassen sich selbstverstéindlich auch zusammensetzen.
So erhalten wir beispielsweise folgende zusammengesetzte Operation, die wir
regelméssig benutzen werden.
IV. Addition des r-fachen der i-ten zum s-fachen der j-ten Zeile.
A.with_rescaled_row(j-1,s).with_added_multiple_of_row(j-1,i-1,r)

Addieren wir etwa in der Matrix B; die erste Zeile zum 2-fachen der zweiten
Zeile, erhalten wir eine Matrix, in der die erste Variable eliminiert ist.

g 2 -1]0 2 —1]0 2 —1]0
=\ -1 2|3 ) 0 3|6 ) 0 1 |2


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJx90E0OgjAQBeC9iXfosiQFmfK3MCzgGoSQAlVIQEgp4vHtiKkbdf2-1zdpnd5loydFC59xKJ3jIUtHoVX_oAUpOHOhZIWbMAhLgmmeZp5Yr6O8aVo7Z7J000ZzDICkJPe2XneVkksjBtlWyoTA4JRYCUg5Utjtsol53ulCfQZWcpQBSr5L0bbGjeug-3mQ1XR5P28Ot6XAIaYVYiv4cUtgcYgLEdrw34I5irmfieg1EWMt-jLhmy-zNnaeTa9ojA==&lang=sage
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Wiederum dividieren wir nun die zweite Zeile durch 3, um mit betragsmaéssig
moglichst kleinen ganzen Zahlen weiterrechnen zu kénnen. Als néchstes addieren
wir die zweite Zeile zur ersten, um die zweite Variable in der ersten Zeile zu
eliminieren. Schliesslich normieren wir die erste Zeile, indem wir sie durch 2

dividieren.
2 012 1 011
0 12 )’ 0 1|2

Offensichtlich liefert dieser zweite Weg am Schluss die selbe normierte reduzierte
Stufenform.

Der Kode des beschriebenen zweiten Weges sieht folgendermassen aus:

b=vector([0,21])

A=matrix([ [2,-11,[-7,14] 1)

B=A.augment (b) ; show(B)

Bl = B.with_rescaled_row(1,1/7); show(B1)

B2 = Bl.with_rescaled_row(1,2).with_added _multiple_of_row(1,0,1); show(B2)
B3 = B2.with_rescaled_row(1,1/3); show(B3)

B4 = B3.with_added_multiple_of_row(0,1,1); show(B4)

B5 = B4.with_rescaled_row(0,1/2); show(B5)

Selbstversténdlich liefern beide Wege die selbe Losung des linearen Gleichungs-
systems. <&

Dass 1 = 1 und x5 = 2 tatséichlich das urspriingliche lineare Gleichungssystem
16sen, lasst sich noch auf eine andere Art einsehen, auf die wir nun unser Au-
genmerk richten wollen. Definieren wir ndmlich die Spaltenvektoren bzw. den
Konstantevektor der Matrix wie folgt,

a (%) m- () - (9)

erkennen wir folgende Zerlegung von b
L1071 + Xoly = E

als Linearkombination von d@; und ds, aus der ebenfalls folgt, dass z; und 2
Losungen des linearen Gleichungssystems sind.

CAS. Die Rechnung lisst sich mit Hilfe des folgenden Sage-Kodes realisieren:

al=A.column(0)
a2=A.column(1)
x1*al+x2*a2==

Linearkombinationen kénnen in Sage wie im skalaren Fall berechnet werden.

Gelegentlich moéchte man umgekehrt aus einer Liste von Vektoren eine Matrix
mit diesen Vektoren als Spaltenvektoren machen. Das erreicht man im Beispiel
mit dem Befehl

D=column_matrix([al,a2,b])

Dass D die urspriingliche erweiterte Matrix B ist, kontrolliert man mit dem
Vergleich B==D. Weil Sage Zeilen vor Spalten bevorzugt, erhilt man die Matrix
mit diesen Zeilen durch den kiirzeren Befehl matrix([al,a2,bl). &


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJx9zU0KgzAQBeB9wTtkaSD-TIy4KFnoNUQkaloFrSXG2uPXoSV0Ybud98173qmRD93a2fhlzDhU1DvlclLWDE-_JCVnAVSsDDIGoiKYFjIP1Xqd9M36DT2TpZ83v8AAiCRFuA22r41eWjXqrjZ7CAyizElAypHCoeX0fVZdt9-mdbTDfdT1fPnkMQPXxbErwS7-YzdxNkEr0Cb_Bvb6rwGBTyk-iYOB3Ubc2ZS-ACCnY94=&lang=sage
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Wichtig fiir die lineare Algebra und alle ihre Anwendungen ist der Umstand,
dass sich ein lineares System geometrisch auf zwei unterschiedliche Arten inter-
pretieren lédsst. Diese Dualitét zieht sich wie ein roter Faden durch die ganze
Theorie. Der Autor muss jedoch zerknirscht zugeben, dass ihn die Rolle der
Dualitdt in der linearen Algebra und ihren Anwendungen in Mathematik und
Physik, d.h. der Umstand dass die Kategorie FinVecty der endlich dimensio-
nalen Vektorrdume selbstdual ist, gelegentlich irritiert oder gar verwirrt.

In der zeilenweisen Interpretation des linearen Gleichungssystems fassen wir
die Zeilen des Systems als Gleichungen zur Beschreibung von zwei Geraden auf.
Das Problem besteht in der zeilenwewisen Interpretation darin, den Schnittpunkt
dieser beiden Geraden zu bestimmen.

20 —y =0

T —r+2y=3

‘v
S

Abbildung 1.4: Zeilenweise und Spaltenweise Interpretation des selben linearen
Gleichungssystems.

In der spaltenweisen Interpretation des linearen Gleichungssystems fassen wir
die Spalten des Systems als Vektoren auf. Das Problem besteht in der spalten-
weisen Interpretation darin, eine Linearkombination

xld'l + .’JL‘QC_I:Q =b

des Vektors b als Resultierende von a; und d> zu finden. Sie lasst sich mit Hilfe
der sogn. Parallelogrammkonstruktion auch graphisch mit Hilfe eines Lineals
konstruieren.

Aus den beiden Figuren lesen wir fiir das vorliegende lineare Gleichungssystem in
beiden Interpretationen die eindeutig bestimmte Losung x1 = 1,22 = 2 ab, die
wir bereits durch Einsetzen in das urspriingliche Gleichungssystem algebraisch
kontrolliert haben. O

Beispiel. In einem Otto-Motor wird n-Octan (CsHig) unter Sauerstoffzufuhr
(Og2) zu Kohlendioxid (CO3) und Wasser (H20O) verbrannt, d.h. es lduft eine
chemische Reaktion der Art

21 CgHig + 29 Oy — 23 COo + x4 HyO



26 KAPITEL 1. ABSTRAKTION UND NOTATION

ab. Um die optimale Mischung dieser 4 Molekiile zu finden, miissen die invo-
lierten 3 Atomsorten so bilanziert werden, dass auf beiden Seiten des Reak-
tionspfeils die selbe Anzahl Atome jeder Sorte vorhanden sind. Das fiihrt zu
folgenden Gleichungen:

Kohlenstoff (C):  8x; =u3
Wasserstoff (H): 18z = 2xy4
Sauerstoff (O): 2T9 = 23 + T4

Durch Ordnen dieser (linearen!) Bedingungen erhalten wir das lineare Glei-
chungssystem
81‘1 — I3 =0
18.’171 — 2.1’4 =0
23;‘2—2.1‘3— $4:O

mit 3 homogenen Gleichungen und 4 Unbestimmten und der (relativ diinn be-
setzten) erweiterten Matrix

8§ 0 -1 00
18 0 0 2|0
0 2 -2 =110

Im vorliegenden Beispiel sieht man eine Losung ,,vom Schiff aus“ — die triviale
Losung 1 = o = x3 = x4 = 0, die aber fiir Chemiker ohne Interesse ist. Sie
interessieren sich fiir nichttriviale Losungen des Systems. Auf Grund des Geset-
zes der multiplen Proportion, wonach in allen chemischen Verbindungen gleiche
Elemente in einem ganzzahligen Verhéltnis stehen, interessieren sie sich fiir eine
nichttriviale Losung des Systems mit moglichst kleinen natiirlichen Zahlen.

Um einen Uberblick iiber simtliche rationalen Losungen des Systems zu er-
halten, formen wir es in eine dquivalente, aber einfachere Form um. Um mit
moglichst kleinen ganzen Zahlen rechnen zu koénnen, kiirzen wir zunéchst die
zweite Zeile durch ihren grossten gemeinsamen Teiler 2 und erhalten die Matrix

8§ 0 -1 00
90 0 —-110
02 -2 —-110

Um nun in der zweiten Zeile die erste Unbestimmte z; zu eliminieren, addieren
wir das 9-fache der ersten Zeile zum (—8)-fachen der zweiten und erhalten

8§ 0 -1 0|0
00 -9 8|0
02 -2 —-110

WEeil in den ersten beiden Zeilen nun die Unbestimmte xo gar nicht vorkommt,
d.h. bereits eliminiert ist, vertauschen wir die zweite und die dritte Zeile.

8§ 0 -1 0|0
02 -2 —-110
00 -9 8|0

Diese Matrix hat bereits sogn. Stufenform an Hand der wir erkennen, dass wir
offenbar die Variable x4 =t € R frei wihlen koénnen.
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Um mit dieser Wahl fiir x4 dann die restlichen 3 Unbestimmten x1, x5, x3 ein-
deutig ausdriicken zu kénnen, addieren wir das (—2)-fache der dritten Zeile zum
9-fachen der zweiten und die dritte Zeile zum (—9)-fachen der ersten. Damit er-
halten wir eine Matrix in sogn. reduzierter Stufenform (rref)

=72 0 0 810
0 18 0 -25|0
0 0 -9 810

Um die gesuchten restlichen 3 Unbestimmten moglichst einfach bestimmen zu
kénnen, normieren wir nun die einzelnen Zeilen, indem wir die erste durch (—72)
die zweite durch 18 und die dritte durch (—9) dividieren. Schliesslich erhalten
wir die sogn. normierte, reduzierte Stufenform

100 -=i]o

9
010 -210
001 -%jo0

Offensichtlich ist nun die vierte Variable frei wéhlbar und nach dieser Wahl
sind die anderen drei Variablen eindeutig festgelegt. Damit gilt fiir die gesuchte
allgemeine Losung offensichtlich
1 25
Ty =t, T = §t, T = 1—815,
wie man durch Einsetzen leicht kontrolliert. Diese Losung lésst sich tibersichtlich
in vektorieller Form

8
:U3:§t, teR

1

I 9

25

T2 8
=1 8 3 t c R

T3 9

XTq 1

darstellen. Jede beliebige Wahl des Parameters ¢ € R liefert also eine Losung
des linearen Gleichungssysystems. In der Regel wird diese Losung jedoch aus
Briichen bestehen, die fiir die beabsichtigte Anwendung unbrauchbar sind. Weil
das betrachtete Gleichungssystem homogen ist, sind Vielfache von Losungen
wieder Losungen und wir diirfen den gefundenen Vektor mit einem beliebigen
Skalar multiplizieren. Um alle ganzzahligen Losungen zu erhalten, multiplizie-
ren wir den gefundenen Vektor mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der
Nenner der gefundenen Briiche, d.h. mit kgV(9,18,9) = 18 und kénnen die
ganzzahligen Losungen des Systems in der Form

I 2
T2 ~ 25 ~
=1 16 | teZ
Z3
- 18

parametrisieren. Jede Wahl von ¢ € Z liefert nun eine ganzzahlige Losung und
umgekehrt lassen sich alle ganzzahligen Losungen so erhalten. Um die kleinste
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Losung mit lauter natiirlichen Zahlen zu erhalten, brauchen wir nur ¢ = 1 zu
wéhlen und erhalten fiir die gesuchte Losung schliesslich

T =2, To = 25, x3 = 16, r4 =18
Damit lautet die gesuchte Reaktionsgleichung fiir die Verbrennung von n-Octan
2 Cngs + 25 Og — 16 COQ + 18 HQO

Sie wére durch blindes Probeln auch zu finden gewesen, weil das vorliegende
System spérlich besitzt ist, d.h. relativ viele 0 in der Koeffizientenmatrix hat.

CAS. Die rationale normierte, reduzierte Stufenform dieses Beispiels erhédlt man
in gewohnter Manier:

b=vector([0,0,0])

A=matrix([ [8,0,-1,0],[18,0,0,-2],[0,2,-2,-1] 1)
B=A.augment (b) ; show(B)

show(B.rref())

Daraus lidsst sich dann die angegebene rationale Losung miihelos ablesen. Der
Befehl A.solve_right (b) liefert fiir homogene Gleichungssysteme nur die un-
interessante triviale Losung und ist also nicht sehr lehrreich. Die nichttriviale,
ganzzahlige Losung eines homogenen Systems erhélt man mit dem Befehl

A.right_kernel()

Sage behandelt also die Daten dieses Beispiels als exakte ganze Zahlen und nicht
als durch Dezimalbriiche angenéherte reelle Zahlen. <&

In der zeilenweisen Interpretation dieses Systems haben wir diesmal 3 Hyper-
ebenen in R* durch den Ursprung miteinander geschnitten. Die gefundene Losung
beschreibt geometrisch ihre 1-dimensionale Schnittgerade, die selbstverstéandlich
auch durch den Ursprung gehen muss. In der spaltenweisen Interpretation haben
wir die homogene Vektorgleichung

101 + x2ds + 2303 + 404 = 0

der Spaltenvektoren der erweiterten Matrix untersucht und dabei festgestellt,
dass sie unendlich viele Losungen hat. Die fiir die chemische Reaktion relevante
ganzzahlige Losung besagt etwa, dass die Vektorgleichung

231 + 25@s + 16d3 + 18G, = 0

mit vier nicht trivialen Koeflizienten gilt. Das bedeutet, dass die vier Vektoren
ai, ds,ds, a4 linear abhéngig sind. Mit Hilfe der gefundenen linearen Beziehung
zwischen diesen 4 Vektoren lésst sich jeder als rationale Linearkombination der
iibrigen darstellen. Es gilt

. 25 . .
ay = —?ag — 8(13 — 9(14

. 2. 16, 18
K T
. 1, 256, 9,
A T
- 1, 256, 8,
G = g1 gl gt



29

wie man leicht iiberpriift. Weil in diesem Beispiel bereits 4 Dimensionen invol-
viert sind, lassen sich keine sehr aussagekriftigen ebenen Bilder mehr zeichnen,
was aber nicht heisst, dass hoherdimensionale Probleme dieser Art nicht doch
eine anschauliche Interpretation haben kénnen. O
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Kapitel 2

Matrizenalgebra

Bisher haben wir Matrizen nur verwendet, um lineare Gleichungssysteme in der
Form (A | b) abzukiirzen. Matrizen haben aber ein interessantes Doppelleben
und erst das macht sie so niitzlich. Einserseits konnen sie, #hnlich wie Listen
oder Folgen, als Datentypen und andererseits als verallgemeinerte Zahlen be-
trachtet werden. Im Gegensatz zu jenen Datentypen sind sie mehrdimensional
und fiir uns eigenstédndige mathematische Objekte, die wir nun zum Selbstzweck
untersuchen wollen. Dieser Standpunkt ist nicht nur fiir die Kodierung linearer
Gleichungssysteme, sondern fiir die Beschreibung fundamentaler geometrischer
Operationen und von Prozessen zwischen Systemen bestens geeignet.

Eine Matrix A € R™" ist aber nicht nur Datentrdger. Sie kann nimlich an-
dererseits auch als Operator benutzt werden. Dazu fassen wir in der Gleichung
A-7 = b den Vektor b als Output eines Prozesses A auf, der auf den Inputdaten,
die im Vektor & zusammengefasst sind, operiert und den Wert A - ¥ produziert.

.,1—,:’ R™ @ R™ A ) .,1—,:’
Viele Aspekte der linearen Algebra werden erst dann intuitiv klar, wenn wir die
Dynamik und die Geometrie ins Spiel bringen und die Matrix zur Beschreibung
der linearen Abbildung

fa:R" — R™, Z— A7

heranziehen. Um allerdings Matrizen auf Vektoren anwenden zu kénnen, miissen
wir zuerst lernen, mit Matrizen zu rechnen.

2.1 Definitionen
Zu jeder neuen Sprache gehort an den Anfang entsprechendes Vokabular. Wir
beginnen unsere Untersuchungen mit folgender Definition.

Definition. Fiir die Indizes 1 <7 < m und 1 < j < n heisst ein rechteckiges
Schema

aiil Q12 - Qin
A= a21 a22 a2n
Am1 Am2 Amn
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von Elementen aus einer Zahlenmenge R eine Matriz!. Sie hat m Zeilen und n
Spalten und ist vom Typ m x n. Das Element in der i-ten Zeile und in der j-ten
Spalte bezeichnet man mit a;;. Gelegentlich benutzt man auch die Bezeichnung
A = (aij)1<i<m,1<j<n oder etwas weniger pompds A = (a;;).

Mit R™™ oder gelegentlich auch mit Mat,, ,(R) bezeichnen wir die Menge aller
Matrizen vom Typ m X n, deren Elemente Zahlen aus R sind.

Die betreffenden quadratischen Matrizen, fiir die m = n ist, werden auch kurz
mit Mat,, (R) bezeichnet.

CAS. In Sage definiert man den Raum aller Matrizen vom Typ 2 x 3 mit
ganzzahligen, rationalen oder mit reellen Koeffizienten, d.h. Z?3, Q%3 oder R%?
mit Hilfe der drei Befehle

MSZ=MatrixSpace(ZZ,2,3)
MSQ=MatrixSpace(QQ,2,3)
MSR=MatrixSpace(RR,2,3)

Man gibt also zunéichst den Ring und dann den Typ der Matrizen an.

Hat man den Raum aller Matrizen eines festen Typs {iber einem festen Ring
einmal erklirt, kann man anschliessend einzelne Matrizen etwas einfacher defi-
nieren, indem man bloss eine Liste ihrer Elemente angibt. Der Kode

A1=MSZ([1,-3,5,0,-3,2])

definiert die selbe ganzzahlige Matrix vom Typ 2 x 3, wie der Befehl
A2=matrix(ZZ,2,3, [[1,-3,5],[0,-3,2]11)

mit Hilfe einer Liste von Listen.

Analog definieren die beiden Befehle
B1=MsQ([1,1/2,1/3,1/4,1/5,1/6]1)

und

B2=matrix(QQ,2,3, [[1,1/2,1/3],[1/4,1/5,1/611)

die selben Matrizen mit rationalen Elementen vom Typ 2 x 3. Um eine zufillige
Matrix aus einem solchen Raum zu erzeugen, verwendet man folgenden Befehl:

Az=MSZ.random_element ()
Az .nrows ()
Az .ncols()

Die beiden anderen Befehle lieferen ihre Zeilen- bzw. Spaltenzahl. Eine zufillige
(2 x 3)-Matrix mit ganzzahligen Elementen kann alternativ auch mit dem Befehl

Az=random_matrix(ZZ, 2, 3)
erzeugt werden.
Man beachte sorgfiltig, dass die fast gleichlautenden Befehle

AQ=MsQ([1,-3,5,0,-3,2])
AQ=matrix(QQ,2,3, [[1,-3,5],[0,-3,2]11)
AQz=MSQ.random_element ()

!Etwas formaler wiirde man eine solche Matrix als Abbildung [1..m] x [1..n] — R auffassen.
Dabei ist R ein kommutativer Ring und [1..k] = {1,2,...,k} bezeichnet den Prototyp einer
endlichen Menge mit k Elementen. Im Gegensatz zu anderen Orten beginnt man also in der
Matrizenrechnung aus historischen Griinden die Nummerierung mit 1 statt mit 0.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJydVc2O2jAQviPxDtb2AlJKC3R7qXIAdbUnDgnbHoJWK0MGsJo4yAkLzfPsY_TGi3X8s8GGhFJAEcaZme_7ZsbjyTTyJ7QQbD_d0AV0osgbeMMucT4fvsOScVawjJMYcjLJ4m2S41KQFeVlSdcJWwEnKlCJi9csJU-_N2RA9mTYbk2mgQMSBFeA_IRfRSYE3aagoQSV72hyESh0gMLwJiCA5BJKu7URjBedOysQMF6bjf1dt90a9f3JNOrM-t7HoXfvfZY_g-fuN5Kvs11n1JcmAz9V9qYCHpkZ82dvZhzQQzsMupJEReMJ8oLQ7ZI8JsAW6zWwQumYA4uRR22JJC2D7vtVwOO3SeFpEZS-sdQXSH39TwN8hvh8wecen6-VzrHUOa506ibQOo0bSrUdj56a33Vya9qkEotEfTfYmcByuzy8JSpZnp06u5ylLGdPUB5n6QskkAKGqspZ2vFHXPqTCJgktOUxwc5MCniHs6P2uMh2ecesF1mi1sdQ6CY4qnsFciNtQ9nptHreD7zINwIWa-CxDYfEWUpCPCxNZ1JBBe8N4Ta8Bgq0RU0fNPS7dpBZD86zbkxuYn9y0BV1nCDTsPGshtrEcNfz5SJ37SC5h03cw7K-I9XkscZQio1uJfxBh9G0x8HlI6jbP9CW_3MCbcdLFRhfXQElw2Te1VCl_pKGUFvWVOAfGrRjQyXMoHFLER7e8FLwcNjIi0FyjxngSooBUdhXRF7QNLUmzYYKGRhn-8nO-GwHW-R0vHkkm0usHIjmQA5_5iDwqOcFa8Ahvk-aMZz3GvGE1dn7itGPdIfpgkS3o3OdMGveknm565nKno9e2Z1WNmSh9d8GGKvREaQurAyh7pRjvRhf7bDnckick6Pv4N5iTfkKXtB2hb1_vheqDqnZqwAeBU5wue-EF6pEttSoN6e5iWBJDuq3Q2f7L0V59sE=&lang=sage

2.1. DEFINITIONEN 33

eine vollig andere Art von Objekten liefern! Diesmal handelt es sich um Matri-
zen, die zwar den selben Typ haben, aber {iber dem Korper Q der rationalen
statt iiber dem Ring Z der ganzen Zahlen erklart sind. Gelegentlich sieht man
also einem ausgedruckten Sage-Objekt nicht genau an, von welcher Art es ist!
Analog liefern die Befehle

AR=MSR([1,-3,5,0,-3,2])

AR=matrix(RR,2,3, [[1,-3,5],[0,-3,2]11)

ARz=MSR.random_element ()

Matrizen vom selben Typ iiber dem Koérper R der reellen Zahlen.

Genau so liefern die Befehle

BQ=MsQ([1,1/2,1/3,1/4,1/5,1/6])

BQ=matrix(QQ,2,3, [[1,1/2,1/3]1,[1/4,1/5,1/611)
BQz=MSQ.random_element ()

Matrizen mit rationalen Koeffizienten, wiahrend die fast gleichlautenden Befehle
QR=MSR([1,1/2,1/3,1/4,1/5,1/6]1)

BR=matrix(RR,2,3, [[1,1/2,1/3],[1/4,1/5,1/611)
BRz=MSR.random_element ()

reelle Matrizen vom Typ 2 x 3 liefern.

Will man genau wissen, von welcher Art ein Sage-Objekt ist, benutzt man fol-
gende Befehle:

show(parent (A1))

show(parent (B1))

show (parent (AR))

Die Vergleiche
parent (Al)==parent (B1)

parent (Al)==parent (AR)
parent (Bl)==parent (AR)

zeigen, dass es sich in der Tat um Objekte unterschiedlicher Art handelt. Mit
den beiden Befehlen

MSQ(A1)

MSR (A1)

ldsst sich eine ganzzahlige Matrix in eine rationale bzw. in eine reelle Matrix
umwandeln. Analog wandelt man mit Hilfe des Befehls

MSR(B1)

eine Matrix mit rationalen Elementen in eine mit reellen Elementen um.

Diese Ringwechsel erreicht man auch mit den Befehlen

Al.change_ring(QQ)

Al.change_ring(RR)

Bl.chage_ring(RR)

Durch Uberladen muss man bei vielen Befehlen nicht aufpassen, auf welche Art
von Matrizen sie wirken. Schliesslich erlauben es die Befehle
show(MSZ.base_ring())

show(MSQ.base_ring())

show(MSR.base_ring())
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den Grundring eines Matrizenraumes abzufragen, &

Vorlaufig werden die Elemente unserer Matrizen alles ganze, rationale oder re-
elle Zahlen sein. Man kann aber die Zahlenmengen Z, Q oder R der ganzen,
rationalen oder reellen Zahlen durch andere Zahlenmengen R ersetzen, in denen
man mit den iiblichen Rechenregeln Addieren und Multiplizieren kann. Um uns
nicht mit Ausléschung, Rundungsfehlern und Uberldufen herumschlagen und
uns nicht im Sumpf der theoretisch undurchschaubaren Numerik herumtreiben
zu miissen, werden wir nach Moglichkeit ganze Zahlen aus Z und Elemente
aus dem exakten Korper der rationalen Zahlen @ und nicht Ndherungen aus R
benutzen?. Spater werden als Matrizenelemente auch komplexe Zahlen aus C,
Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten aus Z[z] bzw. solche mit rationalen
Koeffizienten aus Q[z] oder die Elemente eines Primkorpers Z, oder allgemeiner
eines endlichen Korpers K, mit einer Primzahlpotenz ¢ = p™ in Frage kommen.
Ab und zu werden die Elemente einer Matrix gar selber Matrizen sein.

Eine Struktur (R, +,-, —,0,1) mit den Moglichkeiten der Schul-Arithmetik be-
zeichnet man als Ring. Ein Ring ist also ein allgemeines Zahlensystem und
besteht aus einer Menge R von Elementen zusammen mit zwei 2-stelligen Ope-
rationen +: R X R — R und -: R X R — R, einer 1-stelligen Operation —: R — R
und zwei ausgezeichneten Elementen 0,1 € R. Diese Strukturelemente erfiillen
die Rechenregeln der Schulmathematik.

T+ (y+z2)=(r+y)+2
- (y-z)=(z-y)z

Assoziativgesetz der Addition)
Assoziativgesetz der Multiplikation)

r+y=y+x Kommutativgesetz der Addition)
r+0=zx Neutralgesetz der Addition)
x-l==x Neutralgesetz der Multiplikation)
z+(—z)=0 Invesengesetz der Addition)

linkes Distributivgesetz)
rechtes Distributivgesetz)

z-(y+z)=z-y+z-z
(y+z2)-z=y-x+z-z

S S ~ ~ ~ ~

Falls zusétzlich das Kommutativgesetz der Multiplikation z -y = y -z gilt, nennt
man den Ring kommutativ. Fehlt wie bei (N, +,-,0,1) das additive Inverse —x
und entsprechend das Inversengesetz der Addition, redet man von einem Rig.

CAS. In Sage lassen sich die wichtigsten fiir die Anwendungen relevanten Ringe
mit Hilfe folgender Definitionen erzeugen:

ZZ: Ring Z der ganzen Zahlen.

QQ: Korper Q der rational Zahlen.

RR: Korper R der rellen Zahlen.

CC: Korper C der komplexen Zahlen.

ZZ["x"]: Ring Z[z] der Polynome in der Unbestimmten z mit ganzzahligen
Koeffizienten.

QQ["x"]1: Ring Q[z] der Polynome in der Unbestimmten 2 mit rationalen Koef-
fizienten.

2Wer das unbedingt will, muss halt eine Vorlesung iiber Numerik belegen und wird
dann das “number-crunching” erst recht einer Maschine iiberlassen wollen. In Sage erle-
digt man das mit dem fiir die Numerik entwickelte Zusatzpacket NumPy, das man zunéchst
mit dem Befehl import numpy importiert, um dann eine Matrix mit dem typischen Befehl
A=numpy.array([[1,2,3],[3,0,1]]) zu definieren.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJyLiuLlKs7IL9eIitIrSsxLyc-NT81JzU3NK9HQ1OTl4uUKDIQqCAzEriAoCKogKAi7AmdnqAJnZ-wKeLmioqKVKpRi4U4B83C5B1kplIddqVtRYjLMME2oBhQx7NqAsmBpJOdA-NiVe-aVpKanFhVrmMHsQBLB4bDMvMySVLfM1JwUDUu4y1AEcYUUBAIAPviDBA==&lang=sage
http://www.numpy.org/
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Frac(Zz["x"]): Quotientenkorper Z(x) der rationalen Briiche in der Unbe-
stimmten x mit ganzzahligen Koeffizienten.

ZZ[["x"1]: Ring Z[z] der Potenzreihen in der Unbestimmten x mit ganzzahli-
gen Koeffizienten.

Integers(6): Ring Zs der ganzen Zahlen modulo 6.
FiniteField(9): Endlicher Korper Fg mit 9 Elementen.

Wie oben kann man damit auch die zugehorigen Matrizenringe definieren und
die Matrizen unterschiedlicher Art durch Ringwechsel ineinander umwandeln,
falls das sinnvoll ist. &

Wir werden nach Moglichkeit unsere Methoden fiir kommutative Ringe ent-
wickeln, die keine Nullteiler haben. In einem solchen Ring, der als Integritdts-
bereich bezeichnet wird, folgt aus a - b = 0, dass a = 0 oder b = 0 sein muss.
In einem (unendlichen) Integritétsbereich kann man also nicht unbedingt durch
ein von 0 verschiedenes Element dividieren. Integritdtsbereiche brauchen des-
halb keine Ko6per zu sein, in denen zusétzlich jedes von 0 verschiedene Element
eine Einheit ist. Wir wollen also nach Moglichkeit das Rechnen mit Briichen
vermeiden und bloss die Teilbarkeitsbeziehung benutzen.

Eine wirklich einfache Teilbarkeitstheorie findet man jedoch erst in einem Haupt-
tdealbereich, in dem jedes Ideal von einem einzigen Element erzeugt werden
kann. In einem solchen Ring R hat jedes Element eine eindeutige Primfak-
torzerlegung in Primelemente und zu je zwei Elementen z,y € R existiert ihr
grosster gemeinsamer Teiler ggT(x, y) bzw. ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches
kgV(z,y) und fiir teilerfremde z,y kann jedes Element r € R als Linearkombi-
nation ax+by = r dargestellt werden. Als Prototypen von Hauptidealbereicheen
denke man an den kommutativen Ring Z der ganzen Zahlen. Auch jeder Korper
K oder allgemeiner der kommutativen Ring K[z] der Polynome mit Koeffizi-
enten in einem Koérper und der Ring K [z] der formalen Potenzreihen oder der
Ring der ganzen Gauss’schen Zahlen Z[i] sind Hauptidealbereiche. In jedem
dieser Integritdtsbereiche gibt es eine Normfunktion

|—|:R— N, T |7
mit folgenden Eigenschaften:
1. o] =0.
2. Aus |r| = 0 folgt, dass r = 0 ist.
3. Fiir beliebige Elemente 0 # z,y € R gilt:

e Entweder ist y ein Teiler von z in R.

o Oder es gibt Elemente a,b € R mit 0 < |az — by| < |y|.

In der Tat sind die Hauptidealbreiche genau die Integritdtsbereiche mit einer
solchen Norm. Beispielsweise kann fiir ein Polynom p(z) € KJz| iiber einem
Korper K durch 29¢8((#)) eine solche Norm definiert werden, woraus folgt, dass
es sich bei K[z] in der Tat um einen Hauptidealbereich handelt.

Falls ein Hauptidealbereich R sogar eine Norm hat, die statt (3) die echt stérkere
Eigenschaft
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4. Fir beliebige Elemente 0 # x,y € R gibt es ¢, € R mit der Eigenschaft,
dass
a=bqg+r

gilt fiir r = 0 oder |r| < |y|.

hat, so kann man in R die Division mit Rest ausfithren und redet von einem Eu-
klid’schen Bereich, weil sich dann der grosste gemeinsame Teiler und das kleinste
gemeinsame Vielfache in der iiblichen Art mit Hilfe des Euklid’schen Algorith-
mus explizit berechnen lassen. Beispielsweise ist jeder Korper K ein solcher Eu-
klid’scher Bereich, weil man als Norm |z| = 1 setzen kann. Auch der Ring K|x]
der Polynome mit Koeffizienten in einem Korper ist ein Euklid’scher Bereich, da
man als Euklid’sche Norm den Grad deg(p(z)) eines von 0 verschiednen Polyno-
mes verwenden kann. Der Ring K[z] der formalen Potenzreihen wird zu einem
Euklid’schen Bereich, falls man zu jeder formalen Potenzreihe 0 # f(z) € K[x]
als Norm den Grad des kleinsten, von 0 verschiedenen Koeflizienten benutzt.
Der Ring der ganzen Gauss’schen Zahlen Z[i] wird zu einem Euklidschen Be-
reich, falls man als Norm |a + bi| = a? + b® verwendet. Schliesslich wird der
Ring Z der ganzen Zahlen zu einem Euklid’schen Bereich, falls man als Norm
|r| einer ganzen Zahl r € Z ihren Betrag verwendet. Weil im Gegensatz dazu
der Integrititsbereich Z[z] der Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten kein
Hauptidealbereich ist, da beispielsweise das von 2 und z erzeugte Ideal nicht
durch ein einziges Polynom erzeugt werden kann, existiert fiir ihn auch keine
Euklidsche Norm.

Der Abhéngigkeit der linearen Algebra vom Grundring wird in Grundvorlesun-
gen oft nicht die ndtige Aufmerksamkeit geschenkt, was im Umgang mit linearen
Gleichungssystemen zu verwirrenden Ergebnissen fiihren kann.

Beispiel. In Sage wird eine Matrix A mit ganzzahligen Elementen stillschwei-
gend als Matrix iiber dem Grundring Z interpretiert, wihrend die Befehle solve
und rref standardmissig iiber dem Quotientenkorper Q durchgefiihrt werden.
Wer so lange wie moglich in einem Euklidschen Bereich wie Z rechnen will,
um etwa die ganzzahligen Losungen eines linearen Gleichungssystems studie-
ren zu kénnen, braucht statt der normierten, reduzierten Stufenform die sogn.
Smith’sche Normalform S, die man in Sage mit dem folgenden Befehl

A.smith_form()
A.elementary_divisors()

erhélt. Die fithrenden Elemente von S werden als Elementarteiler von A be-
zeichnet. Weil dabei nicht nur ganzzahlig invertierbare Zeilen- sondern zusétz-
lich auch solche Spaltenoperationen durchgefithrt werden miissen, gilt mit den
beiden ganzzahligen unimodularen Transformationsmatrizen U und V dann die
Faktorisierung S = U - A - V. Lineare ganzzahlige Gleichungssysteme kénnen
also im Gegensatz zu beliebigen diophantischen Problemen immer durch Algo-
rithmen gel6st werden. O

Die lineare Algebra iiber den komplexen Zahlen spielt beim Studium von Wechsel-
stromkreisen und in der Quantenmechanik eine fundamentale Rolle. Das Stu-
dium der Dynamik eines autonomen linearen dynamischen Systems fiihrt auf
das Eigenwertproblem und dann zu Matrizen iiber einem Polynomring. Den
Euklid’sche Bereich Q[z] schliessen wir also deshalb von Anfang in unsere Un-
tersuchungen ein, weil die Ahnlichkeitstheorie einer quadratischen Matrix A


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJx9jsEKhDAMRO-C_9FCFfS6eLB_4FlEqsRW0HaJ1e3nb9vNeSGQ4c2ETN-dyuMe2Di2ohGtaCcxpl01WSZYpSGd5cTLYukeWL1DRncRR1oWsutrdesTrGcLf13GfZiMThZvhYlLnqMEZQ2rgcPZeXN4sp9HzmqU1TDjbjUbBv4niQgbkRArXO540p02qQalAr39Ar3pQ4w=&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxztM1NLCnKrNCIjjbSMdQx0jGK1YkG0bqGYCZIUBeEoGwwM1aTlyvJtiw1uSS_SAOqDygMFOXlcrJ11EssTc9NzSvRSNK0Ls7IL9dwAsqAGQWJRSBxJ02wUqBiveLczJKM-LT8olwNqBgAv8klPQ==&lang=sage
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der Berechnung der Normalform ihrer charakteristischen Matrix A — xF ent-
spricht, deren Elemente Polynome in Q[z] sind. Die lineare Algebra iiber endli-
chen Koérpern hat wichtige Anwendungen in der Kodierungstheorie und in der
Kryptologie. Oft sind in der Informatik, in der Topologie oder in der Zahlen-
theorie die Elemente einer Matrix ganze Zahlen aus Z oder rationale Polynome
aus Q[z]. Wie wir gesehen haben, interessieren sich auch viele Anwender — etwa
Chemiker oder Soziologen — in erster Linie fiir ganzzahlige Losungen.

Die Definition der Matrizen umfasst die in der Schule benutzten Zahlen. Eine
reelle 1 x 1-Matrix ist im Wesentlichen eine Zahl, die wir in der Regel ohne
Klammern schreiben. Wir identifizieren also R*! mit R. Dieses Vermischen von
Datentypen fiihrt kaum zu ernsthaften Problemen, solange man auf den Kon-
text achtet. Insbesondere werden wir die Rechenoperationen fiir Matrizen so
erklidren, dass sie die bereits aus der Schule bekannten Regeln fiir das Rechnen
mit rationalen Zahlen verallgemeinern. Umgekehrt ldsst sich dieser Spezialfall
dazu verwenden, um bekannte Konzepte von der rationalen Zahlen auf allge-
meinere Matrizen zu verallgemeinern.

Die Matrizenrechnung umfasst auch die Vektoralgebra aus der Schule.

Definition. Besteht eine Matrix aus einer einzigen Spalte, heisst sie Spalten-
vektor. Fiir einen Spaltenvektor vom Typ m x 1 schreiben wir:

ai
i=| : |[eR™ =R"

am

Die einzelnen Komponenten werden also untereinander geschrieben.

Wir schreiben fiir einen solchen Spaltenvektor kurz @, wenn die einzelnen Ele-
mente keine Rolle spielen. Eine Losung Z eines linearen Gleichungssystems
A - ¥ = b ist ein solcher Spaltenvektor. Entsprechend werden die Konstanten
zum Konstantenvektor b zusammengefasst.

Analog wird eine Matrix vom Typ 1 x n, d.h. eine Matrix mit nur einer Zeile
(a17 ag,: - 7a’n) S Rl’n = (R'ﬂ)*

als Zeilenvektor, als n-Tupel oder gelegentlich auch als n-dimensionalen Ko-
vektor bezeichnet. Die Elemente eines n-Tupels schreiben wir also nebenein-
ander und trennen sie gelegentlich zur besser Ubersicht durch Kommas®. Ein

3Etwas formaler wiirde man einen solchen Vektor als Abbildung [1..n] — R, d.h. als Wort
der Liénge n auffassen. Seine Buchstaben stammen aus dem Alphabet R, das wir als kom-
mutativen Ring wihlen. Gelegentlich benutzt man auch Folgen, d.h. Vektoren mit abzihlbar
unendlich vielen Komponenten (ag, a1, -, an,--). Ein solcher Vektor kann als Abbildung
N — R aus RYN interpretiert werden und wird in der Analysis oft als Potenzreihe

oo
ao+a1:c+a2+~~-+anx"+~-~:Zakxk € R[z]
j=0
bezeichnet. Die Koeffizienten werden dann statt durch Kommas durch die Symbole z* ge-

trennt. Falls nur endlich viele Koeffizienten von Null verschieden sind, erhélt man ein Polynom

n
ag+aix+as+ - +apx” = Zak:ﬂk € R[z]
=0
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solches n-Tupel schreiben wir auch kurz als Liste mit n Elementen in der Form
a’ = (ay,as,---,ay). Physiker sind stolz auf die Unterscheidung zwischen dem
Bra (a| (Zeilenvektor) und dem zugehorigen Ket |a) (Spaltenvektor).

CAS. In Sage werden Spaltenvektoren mit einem der folgenden Kodes definiert:
spalten_vektor=matrix(3,1, [al,a2,a3])

spalten_vektor=matrix([ [al],[a2],[a3] 1)

Im Gegensatz dazu werden Zeilenvektoren folgendermassen definiert:
zeilen_vektor=matrix(1,3,[al,a2,a3])

zeilen_vektor=matrix([ [al,a2,a3] ])

Zwischen den beiden Sorten von Vektoren lidsst sich mit Hilfe der Befehle
zeilen_vektor=spalten_vektor.transpose()
spalten_vektor=zeilen_vektor.transpose()

umrechnen. Man beachte, dass der in Sage eingebaute Befehl
vektor=vector([al,a2,a3])

weder einen Spalten-, noch einen Zeilenvektor, sondern ein sogn. Tupel liefert,
das sich aber fiir die meisten Zwecke sowohl als Spalten- als auch als Zeilenvektor
auffassen lasst. Entsprechend wird durch den Befehl

VS=VectorSpace(QQ,3)

oder kiirzer durch

VS=QQ~3

VS.dimension()

der Raum Q2 aller Vektoren der Dimension 3 mit rationalen Komponenten
erklirt. Bei Bedarf kann seine Dimension abgefragt werden. Um einen zufélligen
Vektor aus diesem Vektorraum zu erzeugen, verwendet man folgenden Befehl

v=VS.random_element ()
v.degree()

Der zweite Befehl liefert die Dimension des ihn enthaltenden Vektorraumes.

In einem Vektorraum muss der Grundring zwingend ein Korper sein. Um die
Menge Z3 aller Vektoren mit ganzzahligen Koeffizienten (Gitterpunkte im Raum)
zu erkliaren, benétigt man die Befehle

FM=Z2Z7Z"3

FM=FreeModule(ZZ,3)

Objekte dieser Art nennen die Mathematiker freie Moduln. Auf sie lisst sich
ein grosser Teil der linearen Algebra verallgemeinern. <&

Wir wollen also in Zukunft Spalten- und Zeilenvektoren sorgfiltig auseinan-
derhalten. Vektoren treten in zwei unterschiedlichen Sorten auf, obwohl diese
Unterscheidung, die ziemlich subtiler Natur ist, aus typographischen Griinden

Es wird durch die endliche Koeffizientenliste (ag, a1, --,an) € R> kodiert. Die Vektoren
dieses Vektorraumes sind also die endlichen Listen von Elementen aus R.

Fiir die beiden Vektorrdume R und RY gilt die Dimensionsbeziehung dim(R*>°) < dim(RY).
In der Tat ist sogar (R*)* 2 RY. Fiir einen Vektor @ € RY und einen Vektor ¥ € R™ liefert
niamlich das “Skalarprodukt” (&, ¥) fiir fests @ ein lineares Funktional R> — R, das fiir diese
Dualitatsbeziehung verantwortlich ist. Sie wird im endlichdimensionalen Fall enger, weil dort
sogar (R™)* = R™ und daher auch (R™)** = R"™ gilt. Diese enge Dualitétsbeziehung spielt im

Hintergrund der Matrizenrechnung eine zentrale Rolle.
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wider besseren Wissens in vielen Lehrbiichern und aus Ignoranz in kaum ei-
ner Programmiersprache gemacht wird. Entsprechend unterscheidet man dann
nicht zwischen dem Raum der Spaltenvektoren R¥! und jenem der Zeilenvekto-
ren R1* und bezeichnet beide Riume kurz mit R¥. Der Leser gewohne sich an,
in jeden Fall zu fragen, um welche Sorte von Vektoren es sich nun im konkreten
Fall handelt. Die Antwort auf diese Frage ist selbstverstindlich vom Kontext
abhéngig.

Ohne diese sorgfiltige Unterscheidung zwischen Spalten- und Zeilenvektoren
wiirde ein zentraler Aspekt der linearen Algebra — die Dualitdt — auf der
Strecke bleiben. Strukturblinde Anwender iibersehen damit oft eine fundamenta-
le mathematische Struktur und damit viele interessante Symmetrie-Beziehungen!
Dazu gehort etwa die enge Beziehung zwischen Gradient grad(f) und totalem
Differential df, jene zwischen der Spannung U (Potential) und dem Strom I,
zwischen parallelen und seriellen Schaltungen, zwischen einem Kurzschluss und
einem offenen Schaltkreis, zwischen Widerstand R und Leitfdhigkeit G bzw.
zwischen den beiden zugehorigen Formen des Ohmschen Gesetzes

U=R-I, I=GU

und allgemeiner zwischen der Kapazitidt C' und der Induktivitiat L bzw. zwischen
den zugehorigen Gleichungen

dI(t)

I(t)y=C T U(t)=L 7

etc. in der Elektrizitéitslehre oder zwischen den analogen Konzepten in der
Hydrodynamik, zwischen Deformation und Spannung in der Elastizitéitslehre,
zwischen Produktionsmenge und Rohstoffkosten in der Betriebswirtschaftslehre
oder zwischen elektrischem und magnetischem Feld in der Elektrodynamik und
zwischen Anfangs- und Endzustand in der Quantenmechanik. Wer als Anwender
nicht die volle involvierte mathematische Struktur im Auge behélt und studiert,
darf sich nicht wundern, wenn er sein Kerngeschéft gar nicht richtig versteht und
dessen vielfiltige Moglichkeiten nur unvollstdndig nutzen kann. Spéater werden
wir die Struktur linearer Netzwerke beschreiben, aber erst mit Hilfe der mul-
tilinearen Algebra erkennen, dass die Elektrodynamik eine Verallgemeinerung
davon ist.

Oft ist es niitzlich, eine Matrix A € R™"™ als n-Tupel von Spaltenvektoren

aiq
A:(&l dy - d’n), a; = : e R™
Amgi
oder dual als Spaltenvektor von Zeilenvektoren
)
A= s ﬁj:(&’jl (_ijz d’jn)eR”
U,

aufzufassen. Wir werden bald ein Verfahren besprechen, um aus einem Spalten-
vektor einen Zeilenvektor mit den selben Elementen zu machen und umgekehrt.
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Beispiel. Die Matrix

(1 35 23
A_<2 0 4>6R

ist vom Typ 2 x 3. Sie hat die beiden Zeilenvektoren
=(135), ®%=(20 4)

und die drei Spaltenvektoren

o 1 . 3 . 5
und die Elemente a2 = 3 und a9y = 0. O

CAS. In Sage konnen einzelne Zeilen und Spalten von Matrizen folgendermas-
sen erhalten werden:

A=matrix(2,3,[1,3,5,2,0,4])

vi=A.row(0), v2=A.row(1l)

al=A.column(0), a2=A.column(l), a3=A.column(2)
Af0,1], A[1,1]

Die letzte Zeile zeigt, wie man auf einzelne Elemente von Matrizen zugreift. <

Konzszptionell entspricht das Vertauschen der Zeilen und Spalten einer Matrix
dem Ubergang von der Matrizenkategorie Matg zur dualen Kategorie (Matg)*.
Dabei werden ,,alle Pfeile umgekehrt*.

Wir wollen zur besseren Ubersicht Matrizen mit lateinischen Grossbuchstaben
bezeichnen. Fiir ihre Elemente benutzen wir doppelte Indizes. Spaltenvektoren
bezeichnen wir mit Kleinbuchstaben und einem Pfeil dariiber. Zahlen schliesslich
werden mit Kleinbuchstaben bezeichnet. Im Zusammenhang der Matrizenrech-
nung bezeichnet man Zahlen auch als Skalare, um sie von den Matrizen von
grosserem Typ unterscheiden zu kénnen.

Matrizen wurden vor rund hundertfiinfzig Jahren vom englischen Mathematiker
A. Cayley eingefiihrt. Im Jahre 1858 verdoffentlichte er eine Arbeit mit dem Titel:
“A Memoir on the Theory of Matrices”. In grandioser Fehleinschétzung meinte
er zu seiner Schopfung: ,Meine Idee wird niemals eine praktische Anwendung
finden.“ Heute gehoren die Anwendungen der Matrizenalgebra zum téglichen
Brot von Physikern, Ingenieuren und Krémern. Wahrend die Physiker im Zu-
sammenhang mit der Quantenmechanik die enorme Bedeutung der Matrizen
etwa seit 1930 erkannt haben, werden sie von den Ingenieuren erst etwa seit
1960 wirklich geschétzt, als klar wurde, dass mit ihrer Hilfe sowohl mechanische
als auch elektrische Prozesse und ihre Regelungstheorie vorteilhaft beschrieben
werden koénnen und sie fiir die Signaltechnik unverzichtbar sind. Entsprechend
haben Matrizen erst seit kurzer Zeit Eingang in die technische Lehrbuchliteratur
fiir Studienanfanger gefunden.

Die Theorie linearer Gleichungssysteme ist viel dlter. Die &ltesten schriftlichen
Spuren fithren zu den Chinesen des 2. Jahrhunderts vor unserer Zeitrechnung.
Im Kapitel 8 ihrer ,neun Biicher iiber arithmetische Kunst“ verwenden sie be-
reits den Eliminations-Algorithmus. Im alten Europa wurde vielfach der sogn.
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Determinanten-Kalkiil zur Losung linearer Gleichungssystemen benutzt und ei-
ne Matrix nicht als eigenstéindige Struktur, sondern bloss als Vorstufe betrach-
tet, aus der dann geeignete Determinanten gebildet wurden. Diese Haltung wi-
derspiegelt sich noch in Sylvesters Wortwahl, bezeichnet doch das lateinische
Wort “Matrix” den Mutterschoss oder die Gebahrmutter. Diese Haltung, den
Determinanten gegeniiber den Matrizen den Vorzug zu geben, ist aus den zu
besprechenden Griinden aus heutiger Sicht alles andere als empfehlenswert und
wir werden sie deshalb vermeiden. Wir betrachten Matrizen als eigensténdige
mathematische Objekte, die vor allem zur Beschreibung linearer Prozesse dienen
und verzichten so lange wie moglich auf den Gebrauch von Determinanten.

Wenn schon doppelt indizierte Grossen (a;;) eine zentrale Rolle spielen sollen,
wird man sich fragen, ob denn nicht auch ,,htherdimensionale Gebilde* mit drei
und mehr Indizes (a;;i) studiert werden sollten.

Definition. Ein Tensor vom Typ my X ng X -+ X ng ist ein d-dimensionales
Gebilde
T = (aiyip-3,) € R0

Tensoren entsprechen den Multilinearformen und spielen in der theoretischen
Physik eine zentrale Rolle. Die Ingenieure sind aber noch nicht alle von ihrer
Niitzlichkeit iiberzeugt. Deshalb wollen wir uns hier nicht mit der ganzen Tensor-
algebra befassen, obwohl viele Fragen der linearen Algebra erst klar werden,
wenn man auch die multilineare Algebra heranzieht.

Definition. Zwei Matrizen A und B heissen gleich, d.h. A = B, falls gilt:
1. A und B sind vom gleichen Typ.
2. Entsprechende Elemente von A und B sind gleich.

Die Gleichheit von Matrizen ist also elementweise durch A;; = B;; definiert.

Man beachte, dass schon die scheinbar harmlose Untersuchung auf Gleichheit
von zwei Matrizen allerhand zu tun geben kann. Um die Gleichheit zweier Ma-
trizen vom Typ m x n zu kontrollieren, sind insgesamt m - n Vergleiche durch-
zufithren, was auch einen Computer erheblich Rechenzeit kostet, wenn m und
n, wie in den typischen Anwendungen, sehr gross sind. Dieses Anwachsen der
Komplexitat war fiir die gestrigen — nur mit Bleistift und Rechenschieber aus-
geriisteten — Ingenieure der Hauptgrund, warum sie den Matrizen mit Skepsis
begegnet sind. Mittlerweile wurde dank der Computer aus der Not eine Tugend.

CAS. Ein Gleichheitstest zeigt, dass in Sage durch folgende Definitionen die
selben Objekte erzeugt werden:

matrix(2,3,[1,2,3,4,5,6]) == matrix([[1,2,3],[4,5,6]1])

Im Gegensatz dazu zeigen die Tests

vector([1,2,3]) == matrix(1,3,[1,2,3])

vector([1,2,3]) == matrix(3,1,[1,2,3])

matrix(1,3,[1,2,3]) == matrix(3,1,[1,2,3])

dass in Sage Vektoren tatséichlich nicht die selben Objekte wie Zeilen- oder

Spaltenvektoren sind und dass dort sorgfiltig zwischen diesen beiden dualen
Arten von Vektoren unterschieden werden kann! &
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Gewisse spezielle Matrizen spielen eine wichtige Rolle und haben deshalb eige-
ne Namen. Leider kommt man nicht darum herum, sich dieses Vokabular gut
einzuprégen; also macht man es besser gleich und griindlich.

Definition. Eine Matrix, deren Elemente alle Null sind, heisst Nullmatriz. Ent-
sprechend reden wir vom Nullvektor. Die Nullmatrix vom Typ m X n und der
Nullvektor werden mit 0 bzw. mit 0 bezeichnet, falls der Typ aus dem Kontext
klar ist. Im Zweifelsfall benutzen wir die priziseren Bezeichnungen 0y, , 6m.

CAS. Selbstverstandlich will man eine grosse Nullmatrix nicht elementweise
eingeben. Der folgende Kode bietet eine effiziente Alternative:
A=matrix(QQ,3,4,0); show(A)

Hat man den Raum aller Matrizen vom betreffenden Typ sowieso bereits defi-
niert, kann man in ihm die Nullmatrix leicht auswéhlen.
MS=MatrixSpace(QQ,3,4)

A=MS.zero_matrix()

A.is_zero()

Mit dem letzten Befehl kann man iiberpriifen, ob eine Matrix tatséchlich die
Nullmatrix ist.

Fiir den Nullvektor benutzt man entweder den leicht modifizieren Kode
v=vector (QQ,{2:0}); show(v)

oder falls man den Vektorraum der betreffenden Dimension bereits definiert hat
VS=VectorSpace(QQ, 3)

v=VS.zero_vector(); show(v)

v.is_zero()

Zunichst erklart man also den Vektorraum der Dimension 3 mit rationalen
Komponenten und wéhlt dann in ihm den Nullvektor. Mit dem letzten Befehl
iiberpriift man, ob ein Vektor der Nullvektor ist. &

Die néchstwichtigen Matrizen haben genau eine 1 und sonst alles 0.

Definition. Fir 1 < k£ < m und 1 <[ < n bezeichnen wir mit By; diejenige
m x n-Matrix, die an der Stelle (k,l) eine 1 und sonst alles 0 hat. Fiir ihre
Elemente ist also
1 fallsi=k,j=1
(Bri)ij _{ 0 sonst

Diese m - n Matrizen heissen Standardbasismatrizen, weil sie eine Basis des
Raumes R™" aller solcher Matrizen bilden. Mit ihnen kénnen also sédmtliche
Matrizen von diesem Typ eindeutig als Linearkombinationen zusammengebaut
werden.

Beispiel. Falls n = 1 ist, bilden die Standardbasisvektoren €}, = By, die durch
die Bedingung

SN 1 fallsi=k%
(ek)i_{o sonst , 1sksm

erklért sind, eine Basis des m-dimensionalen Vektorraumes R™. Fiir jeden Spal-
tenvektor @ € R™ erhalten wir ndmlich die eindeutige Linearkombination

aq m
a= = @161+ ag€s + - + ap€m = E ai€k
k=1

am
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Die Standardbasisvektoren spielen also unter allen Vektoren die Rolle von Ato-
men, mit denen sdmtliche Vektoren auf eindeutig Art linear zusammengebaut
werden konnen. O

Beispiel. Im Falle m = n = 2 erhalten wir die vier Standard-Basis Matrizen

1 0 0 1 0 0 0 0
B11=(0 0)7 312=<0 0>, B21=(1 O)’ Bz2=<0 1)

Mit ihrer Hilfe kann eine beliebige Matrix aus R%? linear zusammengebaut
werden. In unserem Beispiel erhalten wir die Linearkombination

ailr a2
A= = a1 - Bi1 + a1z - Bia + a21 - Bay + a2 Boo.
a1 a2

Zerlegungen von Matrizen in einfache Grundtypen spielen eine fundamentale
Rolle in der linearen Algebra. O

CAS. In Sage erklart man im folgenden Kode zunéchst den Vektorraum der
betreffenden Dimension und berechnet dann die Liste seiner Standardbasisvek-
toren.

VS=VectorSpace(QQ, 3)

b=VS.basis()

el=b[0]; e2=b[1]; e3=b[2]; show(el,e2,e3)

Analog definiert man den Raum der Matrizen von einem gewissen Typ und
bestimmt dann die Liste seiner Standardbasismatrizen.
MS=MatrixSpace(QQ,2,2)

b=MS.basis()

B11=b[0]; B12=b[1]; B21=b[2]; B22=b[3]; show(B11,B12,B21,B22)

Man beachte, wie sich die Indizes der Standardbasismatrizen aus der Binardar-
stellung der Nummer der Listenelemente ergeben. <&

Definition. Eine Matrix A mit n Zeilen und n Spalten heisst quadratisch. Die
Elemente a11, a2, - -, any heissen Diagonalelemente von A.

CAS. Um in Sage zu testen, ob eine Matrix A quadratisch ist, benutzt man
folgenden Befehl

A.is_square()
A.diagonal()

Mit dem zweiten Befehl erhilt man die Liste der Diagonalelemente einer qua-
dratischen Matrix A. &

Oberhalb der Diagonalen stehen die Elemente a;; mit ¢ < j und unterhalb
diejenigen mit 7 > j.

Definition. Eine quadratische Matrix A heisst obere Dreiecksmatriz, falls ihre
Elemente unterhalb der Diagonalen alles 0 sind, d.h. es gilt:

aij:Ofﬁri>j
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Die quadratische Matrix A heisst untere Dreiecksmatriz, falls ihre Elemente
oberhalb der Diagonalen alles 0 sind, d.h. es gilt:

aij:Ofﬁri<j

Die quadratische Matrix A heisst Diagonalmatriz, falls sie obere und untere
Dreiecksmatrix ist, d.h. falls hochstens die Diagonalelemente von 0 verschieden
sind. Fiir Diagonalmatrizen gilt

Aj5 = 0 fiir 4 75 j
Wichtig sind Diagonalmatrizen mit lauter 1 in der Diagonalen. Fiir ihre Ele-

mente gilt also
1 firi=
GTV 0 fird #j

Fiir die Einheitsmatriz vom Typ n X n schreiben wir F,,.

Beispiel. Bei der quadratischen Matrix

e R**

OO O
S O NN
S O = Ww
W w w o

handelt es sich um eine obere Dreiecksmatrix. Im Gegensatz dazu ist

2 0 0 O
4 3 0 0 44
1 -1 00 |F
2 0 5 2
eine untere Dreiecksmatrix. Schliesslich sind
1 0 0 0 1 0 0 0
02 00 44 01 00 4,4
0030 |8 0010 |k
0 0 0 4 0 0 0 1
zwei Diagonalmatrizen. Bei der rechten Matrix handelt es sich um Ej. O

CAS. In Sage erklart man obige Diagonalmatrix, indem man die Liste der
Diagonalelemente angibt, d.h. durch den Kode

A=diagonal _matrix([1,2,3,4]); show(A)
Die Einheitsmatrix spielt eine grosse Rolle und kann mit folgendem Befehl

A=identity_matrix(4); show(A)
A.is_one()

erzeugt und mit dem zweiten abgefragt werden. <&

Definition. Eine quadratische Matrix A heisst symmetrisch, falls sie an der
Diagonalen spiegelsymmetrisch ist. Fiir ihre Elemente gilt also a;; = a;;.
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Beispiel. Die quadratische Matrix

1 2 -1 )
2 0 3 14
10 3 -7 |SK
5 3 -7 -1
ist symmetrisch. O

Definition. Die quadratische Matrix A heisst schiefsymmetrisch, falls fiir alle
Elemente a;; = —ay; gilt.

Beispiel. Die Matrix

0 1 -3 —5
10 -4 0 "
34 0o 2 |C€R
50 -2 0

ist schiefsymmetrisch. Man beachte, dass die Diagonalelemente schiefsymmetri-
scher Matrizen 0 sein miissen. O

CAS. In Sage priift man mit den Befehlen

A.is_symmetric()
A.is_skew_symmetric()

ob eine quadratische Matrix A symmetrisch bzw. antisymmetrisch ist. <

2.2 Grundoperationen

Analog zu den Zahlen gibt es eine ,,Matrizenarithmetik®, die aus Addition und
Multiplikation besteht. Diese Grundoperationen fiir das Rechnen mit Matrizen
wollen wir jetzt beschreiben und ihre Rechengesetze kennenlernen.

2.2.1 Addition

Ausgangspunkt fiir das Rechnen mit Matrizen ist ihre Addition mit einer nahe-
liegenden Definition.

Definition. Sind A und B zwei Matrizen vom gleichen Typ, so ist ihre Sum-
me A + B diejenige Matrix, die durch Addition der einander entsprechenden
Elemente entsteht. Es gilt:

(A+ B)ij = Aij + Bij

Man sagt auch, die Addition sei elementweise erklirt. Falls die beiden Matrizen
nicht den selben Typ haben, ist ihre Addition nicht erklért.

Beispiel. Folgende Addition ist erklirt:

3.2 0 1Y) (50 -1 3\ _ (8 -2 -1 4
2 8 -1 4 21 9 10) \o 9 8 14
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und wird elementweise berechnet. Um zwei Matrizen vom Typ mxn zu addieren,
sind m - n skalare Additionen erforderlich. O

CAS. In Sage werden die arithmetischen Operationen mit den bereits in der
Schule iiblichen Symbolen bezeichnet.

A=matrix([ [3,-2,0,1],[2,8,-1,4] 1)

B=matrix([ [5,0,-1,3]1,[-2,1,9,10] 1)

C=A+B; show(C)

Sollten die Typen der beiden Symmanden nicht tibereinstimmen, erhélt man
eine Fehlermeldung. <&

2.2.2 Multiplikation mit Skalaren

Auch die Definition einer Matrix mit einem Skalar bietet keine Uberraschung.

Definition. Es sei A eine Matrix und r ein Skalar. Dann verstehen wir unter
dem Produkt r A diejenige Matrix, die durch Multiplikation jedes Elementes von
A mit r entsteht. Es gilt:

(rd)ij = ri

Man sagt auch, die Multiplikation mit 7 sei elementweise erklart.

2 -2 4
A(l 3 —1>

4 —4 8 -2 2 —4
214—(2 6 _2) und (—1)14—(_1 _3 1)

Beide Vielfachen wurden elementweise berechnet. Um eine Matrizen vom Typ
m X n mit einem Skalar zu multiplizieren, sind m - n skalare Multiplikationen
erforderlich. O

Beispiel. Fiir die Matrix:

ist

CAS. Auch die Multiplikation mit einem Skalar wird in Sage erwartungsgeméss
berechnet.

A=matrix([ [2,-2,4]1,[1,3,-1]1 1)
C=2%A; show(C)
D=(-1)*A; show(D)

Selbstverstdndlich ist hier keine Typenvertraglichkeit erforderlich. <

Wie iiblich nennt man (—1)A die negative Matriz von A. Man schreibt dafiir
kurz —A und erkldrt die Differenz zweier Matrizen durch A — B = A+ (—B).

Beispiel. Zum Beispiel ist folgende Differenz erklért:
3 -2 0 1Y) 5 0 -1 3\ (-2 =2 1 -2
2 8 -1 4 -2 1 9 10 ) 4 7 —-10 -6
Sie wurde elementweise berechnet. O

CAS. Auch Sage kennt diese Konventionen.
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A=matrix([ [3,-2,0,1]1,[2,8,-1,4] 1)

B=matrix([ [5,0,-1,3],[-2,1,9,10] 1)

show(-4)

C=A-B; show(C)

Falls die Typen von Minuend und Subtrahend nicht {ibereinstimmen, erhélt man
eine Fehlermeldung. &

2.2.3 Matrizenprodukt

Die fundamentale Operation der Matrizenrechnung ist vor allem ein weiteres
Produkt. Bisher haben wir nur die Multiplikation einer Matrix mit einem Ska-
lar erklédrt; nicht aber die Multiplikation zweier Matrizen. Es ist naheliegend
anzunehmen, das Produkt zweier Matrizen sei elementweise zu definieren. Es
stellt sich jedoch heraus, dass eine andere Definition eines Produktes von zwei
Matrizen viel niitzlicher ist. Um zu verstehen, wie die Mathematiker auf diese
Definition gekommen sind, halten wir uns noch einmal ein allgemeines lineares
Gleichungssystem vor Augen:

1121 + @122 + -+ QnTy = by
2121 + G22%2 + -+ G2pTp = b2

Am1%1 + AmaT2 + -+ AppTn = bm

Die zugehorige Koeffizientenmatrix A, der Spaltenvektor # der Unbekannten
und der Spaltenvektor der Konstanten b lauten:

a1 a2 - G1p z1 by

as1 Q922 as - To T by
A = n s xr = 5 b =

Am1 Am2 e Amn Tn bm

Es liegt also nahe, die Multiplikation A -Z der Matrix A mit dem Vektor & so zu
erkliren, dass das lineare Gleichungssystem in der Form A - ¥ = b geschrieben
werden kann. Dann wére ndmlich das lineare Gleichungssystem zu einer einzigen
Matrizengleichung geworden! Es soll also gelten:

aii 12 - Qln Ty b1
a21 a22 a2n €2 _ )
Am1 Am2 Amn Tn bm

Das stimmt nur dann mit dem gegebenen linearen Gleichungssystem iiberein,
falls wir fiir das links stehende Produkt definieren:

a11T1 + @122 + -+ A1y
a21T1 + G22%2 + -+ A2,Ty

Am1T1 + AGm2Z2 + - -+ AmnTn

Offenbar wird also das Element in der i-ten Zeile dadurch gebildet, dass man
paarweise die Produkte der Elemente der i-ten Zeile von A mit den Elementen
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von Z bildet und dann die entstandenen Produkte addiert. Symbolisch lautet
diese Definition:

Definition. Es sei A € R™" eine m x n-Matrix und & € R™ ein n-dimensionaler
Spaltenvektor. Dann verstehen wir unter dem Produkt den m-dimensionalen
Spaltenvektor A - T, dessen Elemente durch die Gleichung

n
(A-Z)i =Y andy
k=1

erklart sind.

Beispiel. Die folgenden numerischen Beispiele zeigen dieses Verfahren:

1 3 -5 2 ~15
3 2 4| | -4 |=[ 18
2 3 -7 1 ~15
41 . 7
51 (5 )=1(¢8
6 1 9
1
(2 30)-(3]=1
5

Das letzte Beispiel kann als Skalarprodukt eines Zeilen- mit einem Spaltenvektor
kann als Skalarprodukt interpretiert werden. O

CAS. Das Produkt einer Matrix mit einem Vektor berechnet man in Sage wie
erwartet. Obige drei Beispiele liefert folgender Kode:
A=matrix([[1,3,-5],[3,-2,4],[2,3,-711)

v=vector([2,-4,1])

w=A*v; show(w)

A=matrix([[4,1],[5,1]1,[6,111)
v=vector([1,3])
w=A*v; show(w)

A=matrix([[2,3,0]])

v=vector([1,3,5])

w=A*v; show(w)

Will man im letzten Beispiel keine Matrix vom Typ 1 x 1, sondern einen Skalar
als Ergebnis, erkldrt man besser beide Faktoren als Vektoren, um sie dann zu
multiplizieren.

a=vector([2,3,0])

v=vector([1,3,5])

w=a*xv; show(w)

Das letzte Ergebnis erhilt man auch mit dem Befehl w=a.dot_product(v). <&

Speziell niitzlich ist es zu wissen, was mit den Standardbasisvektoren passiert,
wenn man auf sie eine Matrix anwendet.
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Beispiel. Fiir das bereits benutzte numerische Beispiel erhalten wir etwa

1 3 -5 1 1 1 3 -5 0 3
3 =2 4| (o]=]3], 3 2 4 | [1]=] -2
2 3 -7 0 2 2 3 -7 0 3

Offenbar filtert das Matrizenprodukt A-¢; = @; mit einem Standardbasisvektor
gerade die Spaltenvektoren der Matrix A heraus. Umgekehrt sind die Spalten
einer Matrix A gerade die Bilder der Standardbasisvektoren unter dem Prozess
€j +— A - €;. Das hat den unschitzbaren Vorteil, dass der Prozess A vollstindig
beschrieben ist, falls wir wissen, wie er auf den (endlich vielen!) Standardbasis-
vektoren wirkt. O

Man beachte, dass das Produkt A -Z einer Matrix A mit einem Spaltenvektor &
nur dann sinnvoll ist, wenn eine gewisse Kompatibilitdt zwischen A und & erfiillt
ist: Die Matrix A muss gleich viele Spalten haben, wie der Vektor & Zeilen hat.
Sonst sind Input und Operator inkompatibel.

Will man diese Definition des Produktes von den Spaltenvektoren auf beliebige
Matrizen als zweiten Faktor verallgemeinern, ist es niitzlich, sich vor Augen zu
halten, dass eine Matrix nichts anderes als ein ,,(Zeilen-) Vektor von (Spalten-)
Vektoren® ist. Die m x n-Matrix

a1 a2 a1n
a a ... a
A= 21 22 2n c R™"
am1 am?2 Amn
kann némlich als Vektor A = (@ dy -+ d,) ihrer Spalten aufgefasst werden.

Dabei gilt natiirlich fiir den j-ten Spaltenvektor von A

alj
C_l'j = : cR™
amj

In dieser Form werden Matrizen in vielen Programmiersprachen (z. B. Sage)
auch wirklich behandelt. Der Informatiker redet dann auf Neudeutsch von einem
Array. Damit meint er allerdings nur den Datentyp und nicht die dazugehorige
Struktur, fiir die wir uns in der Mathematik in erster Linie interessieren.

Um nun die Definition des Matrizenproduktes von zwei Matrizen A € R™"™ und
B € R™" zu finden, denken wir uns den zweiten Faktor, d.h. die Matrix B in
dieser Form als Vektor von Vektoren zerlegt. Es gilt also B = (51 52 s I;T) Das
gesuchte Matrizenprodukt A - B entsteht dadurch, dass man die Matrix A der
Reihe nach mit jedem Spaltenvektor von B multipliziert und die entstehenden
Spaltenvektoren A - 51, A- 52, A b, zu einer neuen Matrix

A-B=(A-by A-by -~ A-b,)

zusammenfasst.

Folgende fundamentale Definition fiir die Elemente des Produktes von zwei Ma-
trizen A und B fasst diese Idee fiir das Matrizenprodukt zusammen.
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Definition. Es sei A € R™" eine m X n-Matrix und B € R™" eine Matrix vom
Typ n x r. Dann verstehen wir unter ihrem Produkt die Matrix A - B € R™"
vom Typ m X r, deren Elemente durch die Gleichung

n
(A-B)ij = Zaikbkj = ai1byj + aizbaj + -+ + Ainbn;
k=1

erkléart sind, in der iiber den zweiten Index des ersten Faktors und iiber den
ersten des zweiten Faktors summiert wird.

Um also das Element in der Zeile ¢ und Spalte j von A-B zu finden, multipliziert
man paarweise die Elemente der i-ten Zeile von A und der j-ten Spalte von B
und addiert die entstehenden Produkte.

Beispiel. Fiir die folgende 2 x 3-Matrix A und die 3 x 4-Matrix B
4 1 4

A<1 2 4)€R2’3, B=|0 -1 3

2 75

3,4
2 6 0 €R

N = W

ist das Produkt A - B eine 2 x 4-Matrix. Um beispielsweise das Element in
der Zeile 2 und in der Spalte 3 des Produktes zu berechenen, betrachten wir
die zweite Zeile von A und die dritte Spalte von B. Dann multiplizieren wir
die einander entsprechenden Elemente und addieren diese Produkte. Folgende
schematische Darstellung soll das veranschaulichen:

4 1 4 3
<124), 0 -1 3 1 :<I:]I:]I:]I:]>€R2,4
260 > 7 5 2 L L L
Wir rechnen mit Hilfe der zweiten Zeile von A und der dritten Spalten von B.
(2:4)+(6-3)+(0-5) =26

Das Element in der ersten Zeile und vierten Spalte des Produktes A - B wird
folgendermassen berechnet:

4 1 4 3
Gas) (oo )-(HHHE) =

2 6 0

Es gilt also:
(1-3)+(2-1)+(4-2) = 13

Die restlichen Elemente des Produktes ergeben sich aus den Rechnungen

(1-4)+(2-00+4-2) = 12
1-1)—2-)4+@4-7 = 27
(1-4)4+(2-3)+(4-5) = 30
(2-4)+(6-0)+(0-2) = 8
2-1)=(6-1)+(0-7) = —4
(2-3)+(6-1)+(0-2) = 12
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Zusammenfassend gilt also
(124) 3i§i’ _(12 27 30 13)@1&14
2 6 0 9 75 9 8 —4 26 12

Matrizenprodukte geben offenbar allerhand zu rechnen. In unserem Beispiel
waren dazu m - n - r = 24 Multiplikationen und m - (n — 1) - » = 16 Additionen
durchzufithren, da m = 2, n = 3 und r = 4 ist. O

Definitionsgeméss kann das Matrizenprodukt A - B nur dann gebildet werden,
wenn die Anzahl Spalten des ersten Faktors A mit der Anzahl Zeilen des zwei-
ten Faktors B iibereinstimmt; anderenfalls ist das Produkt nicht definiert. Ein
einfacher Weg festzustellen, ob ein Matrizenprodukt definiert ist, besteht darin,
die Typen der beiden Faktoren nebeneinander zu schreiben:

Das Produkt von zwei Matrizen ist genau dann definiert, wenn die inneren
beiden Zahlen iibereinstimmen. Die beiden dusseren Zahlen geben den Typ des
Produktes an.

CAS. Auch die Multiplikation von zwei Matrizen wird in Sage erwartungs-
geméss berechnet.

A=matrix([ [1,2,4]1,[2,6,0] 1)

B=matrix([ [4,1,4,3],[0,-1,3,1],[2,7,5,2] 1)

C=A*B; show(C)

Bei einer Typenunvertriglichkeit erhélt man eine Fehlermeldung. &

Interpretieren wir die beiden Matrizen A € R™" und B € R™" als zwei lineare
Prozesse

L R" R™ ~
und verketten sie nun zu einem einzigen Prozess, so wird die Komposition
o R" R" R™ i
Z B @ A-(B-%)

8

2 @ 2 _(A-B)-7
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durch das Matrizenprodukt A - B beschrieben. Das Matrizenprodukt kann also
als Verkettung der beiden Prozesse aufgefasst werden, die durch die beiden
Faktoren A und B einzeln beschrieben werden. Es gehort damit zur linearen
Abbildung

FROBRUVART gy f(@) = fa(fe(@)=A- (B ) =(A-B)-

Diese Verkniipfung von Prozessen erklirt selbstverstdndlich auch, warum die
beiden Matrizen im erlduterten Sinn kompatibel sein miissen, damit ihr Produkt
erklért ist: die Datentypen miissen an den Schnittstellen iibereinstimmen.

Man achte beim Komponieren auf die Reihenfolge, in der die beiden involvierten
Teilprozesse B und dann A durchgefiihrt werden, um die Komposition zu erhal-
ten, die zur Matrix A - B gehort! Mochte man die Reihenfolge der Faktoren des
Matrizenproduktes A - B sprachlich beriicksichtigen, wo wir in unserer Kultur
gewohnt sind, von links nach rechts zu lesen, miisste man etwa sagen, dass der
Prozess A nach dem Prozess B ausgefiihrt wird.

Beispiel. Um diese Fehlerquelle fiir immer aus dem Weg zu rdumen, betrachten
wir ein typisches, konkretes Beispiel. Der erste Prozess werde durch die Matrix

4 1 4 3
B=|0 -1 3 1 | eRr3*
2 7 5 2

beschrieben. Er fiihrt also einen beliebigen Vektor # € R* in den Vektor

4 3 4r1 + x9 +4x3 + 324
3 1 . = — To+3x3+ 24 e R?
5 2 2x1 + Txo + bxs + 214

<y
I
o)
8
I

4 1
0 —1
2 7

iber. Falls der zweite Prozess durch die Matrix

(12 4 23
A<2 ; O)GR

beschrieben wird, geht dabei ein beliebiger Vektor 4 € R? in den Vektor

Y1
L L (1 2 4 _( 1+ 2y2+4ys 2
7=4 y(z 6 0> e <2y1+6y2 €R

iiber. Setzt man nun die beiden Prozesse zusammen, so wird der Vektor Z unter
der Komposition insgesamt in den Vektor Z = A-(B-Z) abgebildet. Er ist durch
Substitution der betreffenden Formeln definiert:

(41 4+ 2o + 4x3 + 3x4) + 2(—22 + 323 + 4) + 4(221 + Txo + Dx3 + 224)
2(4x1 + x2 + dxs + 31’4) + 6(—3;‘2 + 3x3 + x4)

Vereinfachen und Sortieren ergibt daraus den gesuchten Vektor

> N 12x1+27x2+30x3+13x4 2
F=4-(B I)_< 81 — 4x2+26m3+12x4>€R
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Ein Koeffizientenvergleich zeigt, dass dieser Vektor tatséichlich durch Multipli-
kation von & mit der frither berechnete Produktmatrix

(12 27 30 13 2i
A'B“< 8 —4 26 12) €k

beschrieben wird. O

Man beachte ferner, dass das Matrizenprodukt als Spezialfall das frither zur For-
mulierung eines linearen Gleichungssystems erkléirte Produkt einer Matrix mit
einem Spaltenvektor enthélt. Im Spezialfall aus der Schule ist m =n =r =1
und wir kénnen das Produkt von Skalaren, das wegen den wenigen Dimensio-
nen ausnahmsweise von der Reihenfolge unabhéngig ist, als Matrizenprodukt
interpretieren.

Beispiel. Im Gegensatz zum frither berechneten Skalarprodukt

1
(2 30)-[3]=11eR
5

unterscheidet sich das dyadische Produkt

1 2 30
3 1-(230)=( 6 9 0 |ecRr?
5 10 15 0

in der Reihenfolge der Faktoren. Man beachte, dass das entstehende dussere
(dyadische) Produkt der beiden Vektoren in der Regel kein Skalar, sondern eine
quadratische Matrix ist. Offensichtlich muss man also beim Multiplizieren von
Matrizen, wie beim Komponieren von Prozessen, sorgfiltig auf die Reihenfolge
der Faktoren achten, weil nicht einmal die Typen der Ergebnisse iibereinzustim-
men brauchen. O

CAS. Um das dyadische Produkt eines Spaltenvektors mit einem Zeilenvektor
zu berechnen, muss man die beiden Vektoren mit dem richtigen Typ definieren.

v=matrix([[1], [3], [5]1)

a=matrix([2,3,0])

w=v*a; show(w)

Erklart man einen der beiden Vektoren einfach kurz als vector, funktioniert die
Sache im Gegensatz zum Skalarprodukt nicht. O

Weil das Matrizenprodukt C' = A - B € R™" fiir zwei Matrizen A € R™" und
B € R™" fiir alle Anwendungen ein zentrale Rolle spielt, stellt sich die Frage,
wie man effizient dberprifen kann, ob die Berechnung von C' korrekt ist, ohne
dass man die aufwindige Rechnung wiederholt. Es bietet sich an, dafiir einen
sogn. probalistischen Algorithmus zu verwenden. Dazu bestimmt man mit Hilfe
eines Pseudozufallsgenerators einen Zufallsvektor g € R” und berechnet damit
die Vektoren C'-p'und A- (B -p), die selbstverstindlich iibereinstimmen miissen,
falls das Matrizenprodukt A - B richtig berechnet wurde. Falls C' # A - B sein
sollte, wird das allerdings der Algorithmus mit einer Wahrscheinlichkeit

Pr(A'B~ﬁ:C~ﬁ)§%
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nicht merken. Dieser sogn. Monte-Carlo-Algorithmus wird nun insgesamt k& Mal
durchgefiihrt und liefert jedesmal eine korrekte Antwort, wenn das Matrizen-

produkt C' = A - B stimmt. Falls C # A - B sein sollte, wird dieser Algorithmus

dies mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — (%) zeigen.

Die Versagenswahrscheinlichkeit (%)k dieses Algorithmus ist beispielsweise be-

reits fir & = 100 mit p = 7.88 - 103! winzig klein. Man miisste ihn rund
2100 = 1.26 - 103° Mal laufen lassen, bevor er das erste mal versagt. Der Auf-
wand fiir dieses Testverfahren betrigt k - n2 und ist damit deutlich geringer als
fiir die Matrizenmultiplikation.

2.2.4 Transposition

Es gibt eine wichtige Matrixoperation, die in der gewthnlichen Arithmetik kein
Pendant hat. Es handelt sich um eine Art innere Symmetrie der Matrizenrech-
nung, die eine zentrale Rolle spielt und die beiden dualen Seiten der Theorie
miteinander in eine enge Beziehung bringt.

Definition. Ist A eine m x n Matrix, ergibt sich ihre transponierte Matriz AT
durch Vertauschen der Zeilen mit den Spalten von A. Die i-te Spalte von AT
ist also die i-te Zeile von A und umgekehrt. Daher ist AT eine Matrix vom Typ
n x m. Fiir ihre Elemente gilt:

(AT)ij = Aji
Die Transposition kann als Abbildung _7: R™" — R™™ aufgefasst werden.

Beispiel. Folgende Matrizen entsprechen sich beim Transponieren:

13
A=(1 21 Vemr AT 2 6 |er?
36 0 20

Informatiker miissen sich {iberlegen, wie man die Transposition maschinell effi-
zient durchfiihrt, ohne unnétig Speicherplatz zu vergeuden. O

CAS. In Sage erhilt man die transponierte Matrix mit dem Befehl

A=matrix([ [1,2,4]1,[2,6,0] 1)
A.transpose()

Das selbe Ergebnis erhélt man auch kiirzer mit dem Befehl A.T. <&

Fiir quadratische Matrizen entspricht das Transponieren einer Spiegelung an
der Diagonalen. Fiir symmetrische Matrizen ist A = AT und fiir schiefsymme-
trische Matrizen gilt A = —A”. Beim Transponieren gehen Spaltenvektoren in
Zeilenvektoren iiber und umgekehrt. Die Skalare é&ndern sich beim Transponie-
ren nicht; deshalb hat die Transposition in der Schule keine Rolle gespielt.

Diese Januskopfigkeit — man spricht von Dualitéit — der Vektoren, dass sie
nédmlich in Form von Spalten- oder als Zeilenvektoren in Erscheinung treten,
spielt in der linearen Algebra und in ihren Anwendungen eine zentrale Rolle,
fiir deren Verstidndnis ein waches Auge und etwas Erfahrung erforderlich sein
diirfte. Entscheidend ist, dass die beiden Gesichter der Vektorrechnung in einer
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engen Beziehung zueinander stehen. Diese Dualitéit manifestiert sich einerseits
im Umstand, dass das dyadische Produkt zweier Standardbasisvektoren

€€ =By, 1<kl<n

die Standardbasismatrizen und damit insbesondere die sogn. Auflésung der

Identitat .
Z Z Bj; = E,

d.h. eine enge Beziehung zwischen den Standardbasisvektoren und der Einheits-
matrix liefert.

Andererseits kann man diese Dualitéit mit Hilfe der Transposition als Beziehung
zwischen den Spaltenvektoren allein ausdriicken: Einem Paar von zwei Spalten-
vektoren (@, 5) € R™ x R™ kann man némlich mit Hilfe der Transposition und
des Matrizenproduktes auf natiirliche Art einen Skalar (@, b) zuordnen.

al bl

Sl
I

Definition. Es seien @ = , € R” zwei Spaltenvektoren.
an br,

Unter ihrem Skalarprodukt verstehen wir das Matrizenprodukt

<d,g>:d'Tl;:a1b1++azbl++anbn:Zazb1€R

i=1

Zur Berechnung dieses Skalarproduktes sind n Multiplikationen und (n — 1)
Additionen durchzufiithren. Als wichtigen Spezialfall erwdhnen wir die Norm

n
N(@) =a]* = (@d) =ad" -d=ai+ - +aj+ - +al =) af €R

Sie bezeichnet also das Skalarprodukt eines Vektors @ mit sich selber.

Man beachte, dass das Skalarprodukt (@, l_;> zweier Spaltenvektoren ein Skalar
und damit der erste Teil seines Namen gerechtfertigt ist. Es handelt sich aber
nicht um ein Produkt im iiblichen Sinn, weil das Ergebnis des Skalarproduktes
nicht mehr den selben Datentyp hat wie die Ausgangsdaten. Das ist ein Grund
dafiir, warum wir das Skalarprodukt mit spitzen Klammern schreiben. Die in
Schulbiichern fiir das Skalarprodukt (@,b) benutze Bezeichnungsweise @ - b ver-
meiden wir, weil ein solches Matrizenprodukt gar nicht definiert ist und daher
diese Notation bei Studenten leicht zu Verwirrung fiihrt. Wie wir gesehen ha-
ben, kann man das Skalarprodukt tatséchlich als Matrizenprodukt definieren,
braucht dann aber zusétzlich die Transposition.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren kann verschwinden, ohne dass einer der
beiden Faktoren 0 sein muss.

Beispiel. Das Skalarprodukt der beiden Vektoren

-1 = -1
3 1], b -1
2 1

ST
I
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verschwindet, obwohl @, b #+ 0 ist. Solche Vektoren heissen orthogonal und wir
schreiben in diesem Fall kurz @ L b. Fiir die Normen ist |@]?> = 14 und |b]? = 3.

Nach dem Satz von Pythagoras ist |d + 5|2 =17. O

CAS. In Sage konnen Skalarprodukt und Norm (Betragsquadrat) wie folgt
berechnet werden:

a=vector([-1,3,2])
b=vector([-1,-1,1])

show(axb); show(a*a); show(bx*b)
s=a+b; show(s*s)

Schulbiicher und Sage bezeichnen die Quadratwurzel des Betragsquadrates, d.h.
den Betrag als “Norm” und geben ihm damit vor seinem Quadrat den Vorrang.
Weil das Betragsquadrat an vielen Orten eine wichtigere Rolle spielt, als der
Betrag, den wir auf Grund seiner irrationalen Quadratwurzeln nach Moglichkeit
vermeiden werden, ziehen wir die gewéhlte Sprechweise vor. Sage liefert also mit
dem Befehl a.norm() den Betrag und nicht die Norm, die stattdessen mit dem
Befehl a.norm() "2 berechnet werden muss. <&

Ein wichtiges Beispiel paarweise orthogonaler Vektoren ist das n-Bein der Stan-
dardbasisvektoren. Fiir sie gelten also die Orthogonalititsrelationen

1 1=
- = s LN ¥l
<6i,€j>=€i 'ej:{ 0 i#j

Als Folge dieser Relationen lasst sich ein beliebiger Vektor @ € R™ als Linear-
kombination der Standardbasisvektoren darstellen. Dank der Auflosung der Ein-
heit und der Assoziativitit des Matrizenproduktes gilt ndmlich

n

n n n
i=FEy-d=Y &-& =Y &-(&,d => (&.d &= a;-¢
j=1 Jj=1 J=1

j=1
wobei der eindeutig bestimmte Koeffizient a; € R durch die Koeffizientenformel

aj:é?~d:<c§j,6>, 1<j<n

gegeben ist, die Ausgangspunkt fiir die Fourier-Theorie ist: das Skalarprodukt
mit dem j-ten Standardbasisvektoren filtert genau die j-te Komponente heraus.

Die (positive) Norm eines Vekteors @
N:R" - R, @ N(a@)=|d?

kann geometrisch als Flidcheninhalt des iiber @ errichteten Quadrates interpre-
tiert werden.
Aus der Norm eines Vektors @ ergibt sich durch Wurzelziehen sein Betrag

lal = v/(@,a),

der geometrisch als Mass fiir die Lénge von @ interpretiert werden kann. Um die
irrationale Quadratwurzel zu vemeiden, verwendet man allerdings nach Méglich-
keit besser statt des Betrags |a| sein Quadrat |@|?> = (@, @), d.h. eben die Norm.
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QL

Abbildung 2.1: Norm des Vektors @ als Flacheninhalt eines Quadrates.

Das Skalarprodukt spielt nicht nur im Zusammenhang mit Filtern eine zentrale
Rolle. Wegen des aufgemotzten Satzes von Pythagoras

(@,b) = |al - |b] - cos(~)
kann das Skalarprodukt

(_,_»R*"xXR" =R, (@, b) — (d,b)

zweier Vektoren als Mass fiir ihre Uberlappung interpretiert werden.

Der aufgemotzte Satz von Pythagoras liefert eine Briicke zwischen den rationa-
len Operationen der linearen Algebra auf der linken Seite und den irrationalen
Operationen der Schulgeometrie auf der rechten! Aus dieser fiir die Euklid’sche
Geometrie fundamentalen Beziehung lédsst sich nicht nur der Zwischenwinkel
~ = /(@,b) der beiden Vektoren auch in héheren Dimensionen leicht mit Hilfe
des Skalarprodukt bestimmen; damit l4sst sich die ganze mithsame und mathe-
matisch unbefriedigende Trigonometrie zum Lésen von Massaufgaben umgehen.
Der Grund fiir diese Vereinfachung liegt darin, dass das Skalarprodukt der lin-
ken Seite im Gegensatz zu den Wurzel- und Kreisfunktionen auf der rechten
Seite eine Reihe einfacher Vertréglichkeitseigenschaften hat.

—

1. Das Skalarprodukt (@, b) ist linear in @ und b.

- -

2. Das Skalarprodukt ist symmetrisch: (a@,b) = (b, @).

-

3. Das Skalarprodukt ist regulér: (@,b) = 0 fiir alle @ € R™ impliziert, dass
der Vektor b = 0 ist.

Die erste Bedingung besagt, dass es sich beim Skalarprodukt um eine Bilinear-
form auf dem Vektorraum R™ handelt, die wegen der zweiten Eigenschaft sym-
metrisch und wegen der dritten regulér ist. Gelegentlich benttigt man sogar die
starke Bedingung, dass das Skalarprodukt positiv definit ist.

4. Das reelle Skalarprodukt ist positiv definit: (@, @) = 0 impliziert @ = 0.

Die letzte Bedingung ist fiir die Skalarprodukte iiber endlichen Korpern, die
vielen Anwendungen eine Rolle spielen, nicht erfiillt und sollte deshalb zuriick-
haltend benutzt werden.
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Dank dieser Vertraglichkeitseigenschaft zwischen dem Skalarprodukt und den
Grundoperationen eines Vektorraumes darf man mit dem Skalraprodukt weit-
gehend so rechnen, wie man das aus der Schule von einem Produkt gewohnt ist.
Beispielsweise nimmt die erste binomische Formel nun die Form

@+ b = [al* + [b]” + 2(a, b)
an. Aus ihr wird ersichtlich, wie sich das Skalarprodukt zweier Vektoren mit
Hilfe der Norm ausdriicken ldsst. Man erhélt so die erste Polarisationsidentitéit

-

1 > - 1 -
(@) = 5 (la+8 = laf* = ) = 5 (N(@+8) - N(@ — N(

-,

)

Analog entspricht der zweiten binomische Formel die vektorielle Form
j@— b = [al* + |B]” — 2(@. ).

Daraus erhilt man die zweite Polarisationsidentitéat

(@8) = 5 (1P +167 — |a — ) = 5 (N(@) + N(B) ~ N(@~ )

Man beachte, dass die Polarisationsidentitdten eine unmittelbare geometrische
Interpretation des Skalarproduktes als Hinderniss fiir die Additivitéit den Norm
liefern, die man aus Sicht des Autors in der Schule besser zur geometrischen De-
finition des Skalarproduktes verwenden wiirde, statt den dort iiblichen Weg mit
Hilfe des aufgemotzten Satzes von Pythagoras zu wéhlen, der eben irrationale
Funktionen erfordert.

N@+b)

Abbildung 2.2: Skalarprodukt als Hindernis fiir die Additivitit der Norm.

Insbesondere erkennt man an Hand von geometrischen oder numerischen Bei-
spielen leicht, dass die Norm in der Regel nicht additiv sein wird, d.h. dass
i.a.

N(@+b) # N(a)+ N(b)
sein wird und damit das Skalarprodukt als Hinderniss in der Regel nicht ver-
schwindet. Ferner vermutet man sofort, dass das nur gerade fiir orthogonale
Vektoren zutrifft, d.h. den Satz von Pythagoras.
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Wie wir soeben gesehen haben, erfiillt die Norm keine guten linearen Vetréglich-
keitseigenschaften! Sie ist nicht nur nicht additiv, sondern auch nicht homogen
und erfiillt stattdessen eine quadratische Homogenitiatsbedingung

N(rd) = r* - N(a)

die sowohl algebraisch als auch geometrisch sofort einleuchtet. Immerhin erlaubt
es die Norm, von einem Vektor @ zu testen, ob er der Nullvektor ist. Es gilt

N(@) = 0 genau dann, wenn @ = 0.

In dieser Form erfiillt die Norm gelegentlich in Anwendungen niitzliche Dienste.

Der aus der Norm durch Ziehen der Quadratwurzel abgeleitete Betrag
@ :=\/N(@) = /(@a) >0
hat folgende Eigenschaften:
1. Fiir @ € R” ist |@| = 0 genau dann, wenn @ = 0.
2. Fir @ € R” und r € R ist |rd| = |r| - |d].
3. Fiir @,b € R" ist |a@ + b| < |a@| + |b]-

Auch der Betrag ist weder additiv noch homogen und kann zum Test heran-
gezogen werden, ob ein Vektor der Nullvektor ist. Die angegebene sogn. Drei-
ecksungleichung spielt vor allem in der Analysis zum Abschitzen eine wichtige
Rolle. Sie ergibt sich durch anwenden der sogn. Schwarzschen Ungleichung

-

(@,b) < |al - [bl
auf die erste binomische Formel
@+ b|? = |af* + 2(@,b) + |b]* < |a@* + 2|a] - [b] + B> = (|a] + |b])?

durch Wurzelziehen, das hier umkehrbar ist, weil beide Seiten positiv sind. Um
schliesslich die fundamentalere Schwarzsche Ungleichung einzusehen, beachten
wir, dass wegen der Positivitdt der Norm die Ungleichung

0.< (b -a~la|-b.[b]-a~a] -b)
gilt. Daraus wird dank der zweiten binomischen Formel die Ungleichung

-

a,b) <2-|a?- o

[N}
=
=
=

@‘

und durch Kiirzen des positiven Produktes 2-|d@]-|b| die behauptete Ungleichung.
Das Gleichheitszeichen tritt in dieser Ungleichung also genau dann auf, wenn
@ und b Vielfache sind. Auch die Schwarzsche Ungleichung braucht man in der
Analysis immer wieder und sie spielt auch in den Anwendungen — etwa in der
Wahrscheinlichkeitstheorie eine wichtige Rolle. In der Quantenmechanik gibt sie
etwa Anlass zur fundamentalen Heisenbergschen Unschérferelation.

Die Transposition liefert zu jeder Matrix A € R™™ ihre eindeutige Transponierte
AT € R™™ und ordnet deshalb jedem linearen Prozess A:R" — R™ einen
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eindeutig bestimmten adjungierter Prozess AT:R™ — R™ zu, der in die andere
Richtung geht! Dieses adjungierte Paar von Prozessen, das wir schematisch in
der Form

R™

R R™ R
T Az

{4)
N2

Y

ausdriicken, ist eines der Charakteristika der linearen Algebra. Diese Theorie
unterscheidet sich deshalb wesentlich von der Theorie Set der Mengen und den
Funktionen dazwischen. Matrizenrechnung mit ihrer etwas unerwarteten Defini-
tion des Matrizenproduktes und der Moglichkeit zur Transposition hat eher den
Charakter der symmetrischen Theorie Rel der Mengen mit den Relationen*. Die
Moglichkeit, jedem linearen Prozess seinen transponierten Prozess zuzuordnen,
spielt in den Anwendungen der linearen Algebra deshalb eine zentrale und gele-
gentlich iiberraschende Rolle, weil in linearen Prozessen dank der Transposition
kaum zwischen Input und Output unterschieden werden kann.

Das Skalarprodukt (in unterschiedlichen Dimensionen!) verkniipft die beiden
adjungierten Prozesse A € R™™ und AT € R™™, weil fiir alle Vektoren & € R™
und ¢ € R™ die fundamentale Adjunktion

<g, A . f>R'm = <AT N g, 5>Rn

gilt, die eine Vertréglichkeit des Matrizenproduktes mit der Transposition aus-
driickt. Das Skalarprodukt klammert also die beiden Seiten der Dualitéit eng
zusammen. Wegen seiner Symmetrie gilt auch die symmetrische Adjunktion

(@ AT Pgn = (A 7, Pan

Wir erwarten daher, dass Matrizen, die mit ihrer Transponierten iibereinstim-
men, d.h. symmetrisch sind, speziell interessante Eigenschaften haben. Auch
antisymmetrische Matrizen spielen eine zentrale Rolle, weil sie kontinuierli-
chen Systemen entsprechen, die Norm-erhaltend oder in der Sprache der Physik
Energie-erhaltend sind. Schliesslich beschreiben die orthogonalen Matrizen, fiir
die definitionsgemiiss A- AT = E gilt, die Bewegungen des Euklidschen Raumes.

Diese drei wichtigen Familien von Matrizen erfiillen die allgemeine Bedingung
AT A=A AT

die eine enge Beziehung zwischen A und ihrer Transponierten A7 ausdriickt.

Eine quadratische Matrix A € R™™ mit dieser Eigenschaft wird als normal
bezeichnet und kann mit Hilfe der Norm dadurch charakterisiert werden, dass
fiir alle Vektoren & € R™ die Bedingung

|A-Z*> = |AT . 72
gilt. Der Raum der normalen Matrizen

N,(R)={AcR" | AT . A=A.AT}

4Eine Relation f: X ~ Y kann als Teilmenge von X x Y beschrieben und als mehrwertige
Funktion aufgefasst werden.
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enthélt also die Teilrdume der symmetrischen Matrizen
S,(R) ={A e R™" | AT = A},
der antisymmetrischen Matrizen
Ap(R) = {AcR™ | AT = — A}
und der orthogonalen Matrizen
On(R)={AcR™ | AT . A=FE=A.AT}.

Fiir normale Matrizen existiert eine Spektraltheorie, bestehend aus einer Spek-
tralzerlegung und einem Spektralmass.

Viele Anwendungen liefern lineare Gleichungssysteme mit normalen Matrizen.
Eine der wichtigsten Quellen fiir solche Gleichungen ist die sogn. Ausgleichs-
rechnung, wo es darum geht, fiir ein gegebenes lineares Gleichungssystem

A-Z=b, AeR™ beR™

das keine Losung hat, die “beste Ersatzlosung” £ zu bestimmen. Um dabei
den “Fehler” moglichst klein zu halten®, miissen wir den Residuenvektor

AZ) =b—A-Z R

moglichst kurz machen. Wir wihlen also #* € R™ so, dass der zugehorige Resi-
duenvektor
A& )=b—A - & €R™

minimale Norm N (Z*) hat. Diese Minimalitidtsbedingung fiir den Residuen-
vektor ist dank des Satzes von Pythagoras geometrisch gleichwertig damit, dass
wir die orthogonale Projektion b° von b auf den linearen Raum Im(A) C R™,
der von den Spaltenvektoren der Matrix A aufgespannt wird®, bestimmen und
dann das lineare Ersatzsystem

A7 =01

losen.

Um nun 7, die Orthogonalprojektion ° und den minimalen Residuenvektor
r(2™) matriziell bestimmen zu kénnen, erinnern wir uns, dass es darum geht,
jenen Vektor A - 7™ aus dem Bild Im(A) zu bestimmen, fiir den der Residuen-
vektor 7(Z*) orthogonal auf Im(A) steht. Das heisst also, dass 7(Z™) zu allen
Vektoren der Form A - ¥ orthogonal sein soll. Aus der Orthogonalititsbedingung

(A-Z,7(T")) =0, vZ € R"
wird dank der Adjunktion die &dquivalente Bedingung, dass fiir alle 7 € R™

(@, AT .F(#*) =0, Vi¥eR"

5Deshalb redet man manchmal auch von der “Methode der kleinsten Fehlerquadrate”.
6sogn. Bild von A. Es besteht aus den Linearkombinationen der Spaltenvektoren von A.
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gelten soll. Weil dank der Regularitidt des Skalarproduktes nur der Nullvektor
zu allen Vektoren von R™ orthogonal ist, muss also

AT F(F*) =0

%

sein. Einsetzen von #(£") = b— A- 7" liefert fiir £* die gesuchte Bedingung
AT F7# ) =AT . (b—A-F*)=0
die umgeformt die Form
(AT . 4)-&* = AT b

eines linearen Gleichungssystems — der sogn. Normalengleichungen — annimmt.
Es kann mit Hilfe der Inversen explizit durch

g = (AT ) AT

gelost werden.

Man kann sich leicht iiberzeugen, dass die Koeffizientenmatrix A7 - A dieses
linearen Gleichungssystems symmetrisch und damit in der Tat normal ist. Man
kann zeigen, dass eine solche sogn. Gram-Matrix der Form A”- A, deren Eintrige
die Standardprodukte der Spaltenvektoren von A sind, immer positv definit ist,
d.h. dass sie immer dann invertierbar ist, falls die Spaltenvektoren von A linear
unabhéngig sind.

Wie in der Einleitung angedeutet, kénnte man den optimalen Vektor ™ selbst-
verstdndlich auch mit Hilfe von Differentialrechnung finden, indem man die
Norm (7(z),7(x)) = |7(x)|? des Residuenvektors nach allen Komponenten von
Z ableitet und dann 0 setzt. In der linearen Algebra macht aber der Satz von Py-
thagoras nicht nur die Differentialrechnung, sondern auch den filligen Nachweis
fiir die Existenz und die Eindeutigkeit des Minimums obsolet.

Aus dieser Formel ergibt sich, dass die Orthogonalprojektion b° von b auf das
Bild Im(A) der Matrix A wegen der gefundenen Beziehung

—

bo=A- g =A (AT A AT b
durch Multiplikation mit der Projektionsmatrix
Projipa) = A- (AT - A)7"- AT
erhalten werden kann. Fiir den Residuenvektor minimaler Léange gilt
FE)=b—AF"=b—A- (AT - A)~1. AT .}
Er kann also als Produkt von b mit der Projektionsmatrix
Projimayr = £ — Projypyay =E—A- (AT . A)=1. AT

auf den Orthogonalraum Im(A)+ von Im(A) erhalten werden.

Die soeben bestimmten Formeln liefern auch eine Beschreibung fiir die Spiege-
lung von b am Teilraum Im(A). Ein Blick auf die geometrische Situation zeigt
némlich, dass fiir diese Spiegelung

Stmay(®) = B —F@) =" —(b—A-F) =1 b+ A-F =2 -b
2PrOjIm(A) . 5—52 (2Pr0j1m(A) —E) 5
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gilt. Die Spiegelung am Teilraum Im(A) kann also durch Multiplikation mit der
Matrix
Stm(a) = 2Pr0jim(ay — B =24 (A" - )71 AT — E

beschrieben werden.

Beispiel. Im allereinfachsten Fall besteht die Matrix A aus einem einzigen
Spaltenvektor @ # 0. Dann wird die Matrix A” - A zur Norm (@, @) und die Pro-
jektionsmatrix vereinfacht sich zum dyadischen Produkt des normierten Vektors

a-a’

PrOjd»: <6 C_i>

Die Orthogonalprojektion eines beliebigen Vektors b auf die vom Vektor @ auf-
gespannte Gerade durch den Ursprung wird also durch die Projektionsformel

PN 675 -
Proj;(b) = <<d 6>>a
beschrieben.
Eld_
A
\
b
Proj. (b) (@*)

Abbildung 2.3: Orthogonalprojektion von b auf den Vektor a.

Die Orthogonalprojektion eines beliebigen Vektors b auf den Orthogonalraum
a+ wird durch die Matrix

1
Proi., — F — ~ =T
r0jzL <&',6>a a

beschrieben.

Das zugehorige Ausgleichsproblem tritt dann auf, wenn in einer Proportionalitét
der Form (man denke an das Hookesche oder Ohmsche Gesetz)

a-r==»b

die Grossen a und b mehrfach gemessen werden und mit Hilfe dieser Messungen
ein optimaler Wert fiir # bestimmt werden soll. Fasst man die Messwerte von a
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zum Spaltenvektor @ und die Messwerte von b zum Spaltenvektor b zusammen,
so wird der optimale Wert durch den Quotienten

*

—~
IS

=

)

—
Y
Y

)

gegeben. Er ist nur dann das arithmetische Mittel der Komponenten von 5, wenn
die Komponenten von a alle 1 sind.

)

Der zugehorige Residuenvektor hat dann die Form

k|2 7 <5:7 >2 <5:7 _’>2 7 <C_i» g>2
= (b,b) — 2 = (b,b) — >0
Daraus ergibt sich durch Umstellen die Ungleichung
(@,b)* < (@, a) - (b,0)
die sich auch aus der Schwarzschen Ungleichung
(@,b) < lal - [b]
durch quadrieren ergibt. O

Beispiel. Hiufig wird man auf eine Hyperebene H von R™ projizieren oder
an ihr spiegeln wollen. Dann wird also das Bild Im(A4) = H von n — 1 linear
unabhéingigen Vektoren dy,...,d,_1 € R™ aufgespannt, die dann die Spalten
von A bilden.

Eine solche Hyperebene H kann auch mit Hilfe eines Normalenvektors 7 be-
schrieben, der also die Bedingungen

<di,ﬁ>:0, ISZSTL—l

erfiillt. In diesem Fall wird der Orthogonalraum Im(A)* = H* durch den
einzigen Vektor 7 aufgespannt. Die Orthogonalprojektion auf die Hyperebene
H =7t in Richtung 7 wird also nach dem letzten Beispiel durch die Matrix

1
Proj=1. = F — —— i3 -7l
rojJzL <ﬁ,ﬁ>n n

beschrieben. Die Spiegelung an der Hyperebene H = 7+ wird dann entsprechend
durch die Spiegelungsformel

2
Syi1 =2Projs. — E=E — ——i-i’

beschrieben. O
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Beispiel. Das konkrete lineare Gleichungssystem A - ¥ = b fiir

3 4 ) 0
A=|3 1], b= 10],
2 1 7

3 410
3 —1]10
2 1|7

das (—1)-fache der ersten Zeile zur zweiten und das (—2)-fache der erste Zeile
zum 3-fachen der dritten, erhalten wir die Matrix

3 410 3 410
0 -5 |10 |, 0 —-5|10
0 =521 0 0 |11

aus der wir diesen Sachverhalt bereits ablesen kénnen. Ganz klar wird die Sache
sicher dann, wenn wir die Stufenform herstellen, indem wir noch das (—1)fache
der zweiten Zeile zur dritten dazuzdhlen und dann beachten, dass wir keine
reelle Zahl y finden werden, die mit 0 multipliziert 11 ergibt! Mit der linearen
Gleichung 0 - y = 11 sind auf ein uniiberwindbares Hindernis fiir die Losbarkeit
des urpriinglichen linearen Gleichungssystems A - & = b gestossen.

In diesem Beispiel gilt

A 'A_<11 18 )0 A=
und wie wir spéater sehen werden

1 18 —11
T -1 _
(A7~ 4) 275 ( —11 22 )

Das System der Normalengleichungen mit der erweiterten Matrix

22 11| 44 b 2 1] 4

11 18| -3 “w 11 18| -3
hat in diesem Fall die eindeutige Losung

e-(4)

Die Orthogonalprojektion auf die Ebene Im(A) durch den Ursprung, die von den
beiden Spaltenvektoren von A aufgespannt wird, lasst sich durch die Matrix

10 -1 3

PI'OjIm(A) = — -1 10 3
11

3 2

beschreiben. Man beachte, dass diese Matrix zwei spezielle Eigenschaften hat.
Sie ist symmetrisch und idempotent, d.h. sie stimmt mit ihrem Quadrat iiberein.
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Matrizen mit diesen beiden Eigenschaften heissen Projektoren und beschreiben
genau die Orthogonalprojektionen auf einen Teilraum W von R”.

Mit diesem Projektor lisst sich also die Orthogonalprojektion des Vektors b auf
die von @; und ds aufgespannte Ebene Im(A) durch den Ursprung mit Hilfe von

1
6‘0 =Pr0j1m(A) g: 11
4

leicht bestimmen. Dieser Vektor ist tatséchlich im Bild von A, da er als Linear-
kombination der beiden Spaltenvektoren @; und @s von A dargestellt werden
kann, da nédmlich gilt:

b° = 3d; — 2ds.
Das lineare Ersatzsystem

A- 7" =0

hat auch tatséichlich die oben gefundene eindeutige Losung Z*, wie man leicht
nachrechnet.

Die Projektion auf den Orthogonalraum wird durch die Matrix

1 1 1 -3
ProjIm(A)L =F - ProjIm(A) =1 13 13 —93

beschrieben, die also auch symmetrisch und idempotent ist.

Der Residuenvektor minimaler Lange

-1
F(f*):l_)'—l_)’O:ProjIm(A)LJ_)': -1
3

ist in der Tat orthogonal zum Bild von A, weil sein Skalarprodukt mit den beiden
Spaltenvektoren @; und @» von A verschwindet. Seine Norm N (7(Z*)) = 11 bzw.
sein Betrag |#(#*)| = v/11 liefert ein Mass fiir den gemachten Fehler.

Schliesslich wird die Spiegelung an der von den beiden Vektoren @i und ds
aufgespannten Ebene durch die Matrix

1 9 -2 6

beschrieben. Sie hat neben der Symmetrie eine weitere wichtige Eigenschaft. Sie
ist ndmlich involutiv, d.h. ihr Quadrat ist die Einheitsmatrix. Matrizen mit die-
sen beiden Eigenschaften beschreiben Spiegelungen an einem Teilraum W C R™.
Als Konsequenz davon bilden ihre Spaltenvektoren ein orthonormiertes (negativ
orientiertes) Dreibein.

All das lisst sich auch erhalten, wenn man beachtet, dass ein Vektor in Richtung
des Residuenvektors minimaler Lénge

A=r@) = -1 |, (@a=1
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als Normalenvektor der Ebene Im(A) gewihlt werden kann. Die Projektion auf
diese Ebene kann deshalb auch durch die Matrix

. 100 L/ 11 -3
Proj;. = E——=a-al = 0 1 -—— 1 1 =3
(i, @) 00 1 W\ 3 3 9

L[ 10 13

- | -1 10 3

Wl 3 3 2

erhalten werden, die selbstverstdndlich mit der frither erhaltenen iibereinstimmt.
Die Spiegelung an dieser Ebene ergibt sich auch aus der Spiegelungsformel

1 9 -2 6
SﬁL = 2Pr0j,ﬁu_ — F = ﬁ -2 9 6
6 6 -7

und ist uns auch bereits bekannt. Je nach beabsichtigter Anwendung wird man
eine Hyperebene besser durch einen Normalenvektor beschreiben bzw. dual mit
Hilfe eines Systems linear unabhéingiger Vektoren aufspannen. O

Genau so, wie sich lineare Gleichungssysteme auf zwei Arten interpretieren las-
sen, kann man das Matrizenprodukt auf zwei duale Arten verstehen, die beide
eine zentrale Rolle spielen. Zunéchst betrachten wir nochmals den Spezialfall
des Matrizenproduktes A - Z einer Matrix mit einem Vektor am numerischen
Beispiel

2

L (1 3 =5 [ -15
A'x_(z —2 4 ) —4 _( 18 )
1
In der zeilenweisen Interpretation des Matrizenproduktes fassen wir die Zeilen
des linken Faktors A als Zeilenvektoren

n=(13 -5), ®h=(3 -2 4)
auf. Dann kann das Matrizenprodukt als Skalarenprodukte der Zeilen von A mit

dem Vektor & aufgefasst werden, da (01, %) = —15 und (05, &) = 18 gilt.

In der spaltenweisen Interpretation des Matrizenproduktes fassen wir die Spal-
ten der Matrix A als Vektoren auf.

a-(3) we(B) a-(7)

Dann besteht das Matrizenprodukt aus einer Linearkombination der Spalten
von A mit den Komponenten des Vektors  als Gewichte, weil gilt:

! 3 5\ ([ -I5
2a1—4a2—|—1a3—2(3)—4<_2>—|—1< 4 >_( 18)

Diese duale Auffassung lédsst sich nun auf ein beliebiges Matrizenprodukt ver-
allgemeinern. Das Matrizenprodukt A - B einer m x r Matrix A mit einer r X n-
Matrix B besteht in der zeilenweisen Interpretation aus m - n vielen Skalar-
produkten der m Zeilen von A mit den n Spalten von B. Im Gegensatz dazu
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entsteht es bei der spaltenweisen Interpretation aus n Linearkombination der r
Spaltenvektoren von A mit den Gewichtsfaktoren aus den Spaltenvektoren von
B. Dem Leser wird empfohlen, sich diese duale Sichtweise des Matrizenproduk-
tes nochmals an einem Beispiel zu veranschaulichen und es sich gut einzuprigen.

Offenbar handelt es sich auch bei Linearkombination eines Systems von Vektoren
ai,...,d aus R™ um ein zentrales Konzept der linearen Algebra. Darunter
verstehen wir einen Vektor ¥ € R™, der sich als Vielfachsumme der gegebenen
Vektoren in der Form
k
> ;i
j=1

darstellen ldsst. Intuitiv wird dadurch der Vektor ¢ aus den Vektoren des Sy-
stems {@; }je; zusammengebaut.

Es kann nun sein, dass einer der Vektoren des gegebenen Systems dy,...,dy
bereits aus den iibrigen zusammengebaut werden kann und daher als Grund-
baustein fiir den Zusammenbau weiterer Vektoren unnétig ist. Die folgende De-
finition beschreibt diese Sitation in moéglichst symmetrischer Form:

Definition. Ein System von Vektoren dy, . . ., dx aus R™ heisst linear unabhdngig,
falls die Koeffizienten z; einer verschwindenden Linearkombination

k
E Tjija; = 0
J=1

alle trivial, d.h. x; = 0 sein miissen. Sonst heisst es linear abhéngig.

Diese Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn keiner der Vektoren des Systems
als Linearkombination der iibrigen darstellbar ist. Die Vektoren des Systems sind
also genau dann linear abhéngig, wenn einer von ihnen als Linearkombination
der iibrigen dargestellt werden kann. Lineare Abhéngigkeit lisst sich dquivalent
mit Hilfe des homogenen linearen Gleichungssystems A - Z = 0 formulieren,
dessen Koeffizientenmatrix A die Spaltenvektoren @; hat und besagt dann, dass
dieses Gleichungssystem nichttriviale Losungen hat, die zur Formulierung der
linearen Abhéngigkeiten zwischen den Vektoren des Systems benutzt werden
konnen.

Beispiel. Die Untersuchung der linearen Abhéngikeit des Systems der Vektoren
aus R*, die durch die vier Spaltenvektoren

1 1 0 —2
o a o 1 o 0 S 0
ap = -9 ) 2 = —4 ) 3 = 2 ) Gy = 1
1 2 -1 1

gegeben sind, lduft auf die Untersuchung der Vektorgleichung
1316+ ZQdQ + 563673 + 17464 = 6

hinaus, die sich matriziell als homogenes, lineares Gleichungssystem der Form
A-Z = 0 prisentiert, dessen Koeffizientenmatrix A als Spalten die vier gegebenen
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Vektoren hat und daher

1 1 0o -2
a 1 0 0
A= -2 -4 2 1
1 2 -1 1

lautet. Die vier Vektoren in einem Raum der Dimension 4 werden fiir einen
typischen Parameter a € R linear unabhingig sein und damit den ganzen 4-
dimensionalen Raum aufspannen. Nur fiir gewisse (wenige!) Wahlen von a wer-
den diese vier Vektoren linear abhéngig sein und dann einen Raum niedrigerer
Dimension auspannen. Es geht darum, diese a’s zu bestimmen.

Um die linearen Abhingigkeiten zwischen diesen Vektoren zu finden, untersu-
chen wir das homogene lineare Gleichungssystem A - Z = 0 mit der Koeffizien-
tenmatrix A und bestimmen seine Losungsmenge.

Addition des (—a)-fachen der ersten zur zweiten Zeile, des 2-fachen der ersten
zur dritten Zeile und des (—1)-fachen der ersten zur vierten Zeile liefert

1 1 0 -2
0 1—-a 0 2a
0 -2 2 -3
0 1 -1 3

Um keine unnétigen Fallunterscheidungen durchfiithren zu miissen, vertauschen
wir die zweite mit der vierten Zeile und erhalten die Matrix

1 1 0o -2
0 1 -1 3
0 -2 2 -3
0 1—-a 0 2a

Addition des 2-fachen der zweiten Zeile zur dritten und des (a — 1)-fachen der
zweiten Zeile zur vierten liefert die Matrix

11 0 -2 1 1 0 -2
01 -1 3 01 -1 3
0 0 0 3 ’ 0 0 1-a b5a-3
0 0 1-a 5a-3 0 0 0 3

deren dritte und vierte Zeile wir noch vertauscht haben. Aus dieser Matrix
entnehmen wir, dass a = 1 sein muss, damit das Gleichungssystem nichttriviale
Losungen haben kann. Die vier gegebenen Vektoren sind also genau dann linear
abhéngig, falls a = 1 ist.

Um alle moglichen linearen Abhéngigkeiten zwischen den vier Vektoren zu be-
stimmen, suchen wir nun die Losungen des homogenen linearen Systems und
16sen dazu das Gleichungssystem fiir ¢ = 1 zu Ende. Die gefundene Matrix hat
dann die Gestalt

o OO =

OO ==
o

W N W
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Addieren des (—3)-fachen der dritten Zeile zum 2-fachen der vierten liefert die
Stufenmatrix

11 0 =2 11 0 =2
01 -1 3 01 -1 3
0 0 O 2 ’ 0 0 O 1
0 0 O 0 0 0 O 0

mit Hilfe der man bestéitigt, dass die Matrix A fiir ¢ = 1 in der Tat nur
3 unabhéngige Zeilen hat. Die vier Vektoren spannen dann also nur einen 3-
dimensionalen Unterraum auf. Um mit moglichst einfach Zahlen weiterrechnen
zu koénnen, haben wir noch die dritte Zeile durch 2 dividiert.

Addition des (—3)-fachen der dritten Zeile zur zweiten und des 2-fachen der
dritten Zeile zur ersten liefert die Matrix

11 0 O
01 -1 0
0 0 0 1
00 0 O

Addition des (—1)-fachen der zweiten Zeile zur ersten liefert die reduzierte Stu-
fenmatrix

1 0 1 0
01 -1 0
00 0 1
0 0 0 O
aus der wir nun die allgemeine Losung ablesen kénnen. Wahlen wir fiir den
freien Parameter x3 = t, erhalten wir ndmlich 1 = —t, o = ¢t und x4 = 0 bzw.
in vektorieller Form
I -1
ol b ter
I3 1
Zq 0

Offenbar gibt es also im Sonderfall @ = 1 eine 1-dimensionale Losungsschar fiir
unser Gleichungssystem und im Normallfall a # 1 hat es nur die triviale Losung.

Die zugehorige nichttriviale Darstellung des Nullvektors als Linearkombination
ist bis auf Vielfache eindeutig bestimmt und lautet

761+(_1’2+(_1'3:0

Diese nicht triviale Vektorgleichung driickt also eine lineare Beziehung (bis auf
Vielfache die einzig mégliche!) zwischen den vier Vektoren aus.

Offenbar sind fiir a = 1 schon die ersten drei Vektoren d;, do und ds linear
abhénging, weil der vierte Vektor in der gefundenen Beziehung gar nicht vor-
kommt. Mit Hilfe der gefundenen linearen Beziehungen zwischen den Vektoren
ldsst sich durch Auflésen jeder der ersten drei Vektoren als Linearkombination
der beiden anderen ausdriicken,

61 = dag+as
- - —
as = Qa1 —as
a3 = d;—d3
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wie man an Hand der gegebenen Vektoren numerisch iiberpriifen kann.

Es ist aber unmoglich, den Vektor @y als Linearkombination der restlichen Vek-
toren darzustellen.

Falls man nur die lineare Abhéngigkeit von d; von ds, ds und @4 untersuchen
will, macht man den Ansatz

) = toly + t3ds + tady
und untersucht das entstehende lineare Gleichungssystem auf Losbarkeit. (O

Die Grundoperationen der Matrizenrechnung d.h. Linearkombinationen, Skalar-
und Matrizenprodukte sind uns aus dem téglichen Leben vertraut. Dort spielen
namlich oft indizierte Mengenangaben in Form von Listen eine Rolle, mit denen
dann gerechnet wird.

Beispiel. Laut Kochbuch braucht man fiir einen Butterzopf bzw. fiir ein Brot
die folgenden Zutaten:

Mehl [g1] 500 700

Salz [gr] 12 16

Butter [gr] @ Zzopr = 60 e R?, ZBrot = 0 € R®.
Hefe [gr] 20 20

Milch [dl] 3 0

Will der Bécker 12 Zopfe und 23 Brote backen, muss er von diesen Zutaten
insgesamt die Mengen aus folgender Linearkombination in R?

500 700 22100 \ Meh! [g1]
12 16 512 Salz [gr]
12Z70pf + 232Broy = 12| 60 | +23 0 = 720 Butter [gr]
7 20 700 Hefe [gr]
3 0 36 Milch [d]]

bereitstellen.

Der Bécker bezieht die erforderlichen Zutaten vom Kramer, der sie in seinem
Laden feilbietet. Bezeichnen wir mit p; den Einheitspreis der i-ten Zutat, so
verlangt der momentan:

Mehl [Rp.]/[gr] 0.29

Salz [Rp.]/[gr] 1.84 )
Butter [Rp.]/[gr] : p= 1.02 | eR®
Hefe [Rp.]/[gr] 8.57

Mileh [Rp.]/[dl] 18.5

Die Materialkosten eines Zopfes berechnen sich als Skalarprodukt
kZopf = <ZZopfvﬁ> = 455.18 [Rp.].

Nehmen wir allgemeiner an, in einer Béckerei enthalte jedes der insgesamt m
erhéltlichen Gebécke eine gewisse Menge aus dem Vorrat an r Zutaten. Mit dem
Vektor Z; € R" kodieren wir die fiir das j-te Gebéck erforderlichen Mengenanga-
ben. Seine Komponente z;; bezeichnet also die benttigte Menge der i-ten Zutat
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im j-ten Gebéck. Diese Daten werden zweckméssig zur Zutatenmatrix Z € R™™
zusammengefasst.

Gebéck
j = m
Zutat | ; s =ZeR™
1
r

In ihren j-ten Spalte steht also der Vektor Z;. Das Matrixelement Z;; gibt die
bendétigte Menge der i-ten Zutat im j-ten Gebick an.

Der Bécker wird die gewiinschten Produktionsmengen der Gebicke zum Pro-
duktionsvektor & € R zusammenfassen, dessen j-te Komponenten z; angibt,
wieviel vom j-ten Gebéck hergestellt werden soll. Um herauszufinden, wieviel
er von der jeweiligen Zutat bereitstellen muss, bildet er das Produkt b= 7 7.
Seine i-te Komponente b; gibt an, wieviel er von der i-ten Zutat ben6tigt und

die Gesamtkosten der Produktion belaufen sich auf (Z - Z, p).

Ein Versicherer, der die Béckerei gewissermassen von aussen betrachtet, wiirde
in dualer Sichtweise den Wert der einzelnen Gebicke durch die Skalarprodukte
w = Z7T . j berechnen. In der j-ten Zeile der transponierten Matrix Z7 € R™"
stehen némlich die erforderlichen Zutaten des j-ten Gebécks und daher gibt die
j-te Komponente dieses Vektors den Wert des j-ten Gebécks an. Aus seiner
Sicht wird der Gesamtwert der Produktion durch das Skalarprodukt (%, Z7T - p)
berechnet. Die Adjunktion

(Z-2,p) = (&, 27 - p)

besagt, dass Gesamtkosten und Gesamtwert iibereinstimmen bzw. dass Geld
ausgeben und verdienen dual sind, weil dazwischen eine Symmetrie besteht, die
sich in einem Erhaltungssatz manifestiert.

Auch allgemeinere Matrizenprodukte kommen im téglichen Leben vor. Die Preis-
iiberwacherin wird die Einheitspreise der Backzutaten der letzten n Jahre in ei-
ner Matrix P € R™" speichern, deren k-te Spalte pj, die Einheitspreise im k-ten
Jahr angibt. Das Element p;; gibt die Kosten der i-ten Zutat im k-ten Jahr an.

Jahr
j - n
Zutat i p;k =PecRH"
1
T

Wenn sie die Preise fiir Backwaren in den letzten Jahren vergleichen will, bildet
sie die Matrix B = Z7 - P € R™", deren Element bji den Preis des j-ten
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Gebécks im k-ten Jahr angibt.

Jahr
k — n
Gebick jooe b = B e Rmn
1
m

Die Operationen der Matrizenrechnung sind also fiir die Anwendungen in der
Kramerei bestens geeignet. O

Was fiir den Okonomen die Kostenbilanz ist, spielt fiir den Physiker die Rolle der
Arbeit. Beide sind in erster Linie am Optimieren interessiert! Skalarprodukte
und Linearkombinationen spielen bereits in der klassischen Physik (versteckt)
eine zentrale Rolle.

Beispiel. Tatséchlich wird in der klassischen Mechanik das Skalarprodukt ver-
wendet, um die Arbeit W zu definieren, die von einer Kraft F' verrichtet wird,
wenn sie ein Objekt in Richtung des Vektors § verschiebt. Es gilt

W = (F,3)
Insbesondere ist als W eine vorzeichenbehaftete reelle Zahl. O

Beispiel. Allgemein lassen sich die klassischen physikalischen Systeme mathe-
matisch derart beschreiben, dass man ihre skalare Lagrange’-Funktion

L(&(t),77(t))

angibt, die von der momentanten Lagen #(¢) € R™ der Teilchen und ihrer
momentanten Geschwindigkeiten Z’(¢) € R™, d.h. vom momentanen Zustand
(Z(t),Z'(t)) € R?™ des Systems abhiingt. Will man wissen, auf welchem Weg
sich nun die Teilchen bewegen, die sich zur Zeit ¢4 an der Stelle A = Z(t4) be-
finden mdgen, und die sich zur Zeit tp an der Stelle B = Z(¢p) befinden sollen,
so betrachtet man alle moglichen Kurven -, die in dieser Zeit von A nach B
fiihren und berechnet fiir jede solche Kurve die sogn. Wirkung

tp

S(y) = / L(Z(t),Z'(t)) dt
ta

die das Produkt einer Energie mit einer Zeit als Einheit hat. Unter allen Wegen v

vom Anfangszustand A zum Endzustand B wéhlen die Teilchen nun denjenigen

7, fiir den die Wirkung stationér ist. Dieses Optimalitatsprinzip der kritischen

Wirkung lauft in vielen Fallen darauf hinaus, dass die Wirkung minimal wird.

Mit Hilfe von etwas Variationsrechnung, einer Verallgemeinerung der Analysis
einer Variablen, findet man, dass jede glatte Losung des Optimierungsproblems
fiir alle Zeiten t € [t4,tp] die Differentialgleichung

4 (£2(70.5'0)) = £2(7(0).7'()

"Der Leser entschuldige das Name-dropping. Es ist historisch begriindet.
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von Euler-Lagrange erfiillt. Sie liefert ein System zweiter Ordnung

d*z dz
—5 + Laz— =Lz
eI

Law dt

Definiert man mit Legendre den Impuls durch

p(t) = Lz (Z(t), (1))

und damit dann die Energie mit Hilfe des Skalarproduktes durch

)= @), 7' (1) — L(Z(t),7'(1))

so gilt auf Grund der Euler-Lagrange-Gleichung

H(t, 7,

8

& (50 = £2(70). 7)), F' = Le=—Hq

und die Euler-Lagrange-Gleichung nimmt die dquivalente Form

dz  _
@ = Hp
g _ Hz
an. Damit und wegen der Definition des Impuls p = Lz gilt fiir die zeitliche

Ableitung der Energiefunktion

dH (t)
dt

= <ﬁlvf/> + <ﬁ>f//> - <£’I7f/> - <‘Cf’7f//>
= ((F—Lz),Z") + (0" — L), ") =0

Daher gilt fiir jedes solche System der Energiesatz

%t(t):o, t € [ta,ts]

Er besagt, dass die Energie entlang des optimalen Weges 7 erhalten bleibt. Eine
genau Untersuchung zeigt, dass dieser Erhaltungssatz mit der Tatsache zusam-
menhéngt, dass die Lagrange-Funktion £ nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt
und deshalb unter Zeitverschiebung t — ¢+ ¢ invariant bleibt. Diese Symmetrie-
eigenschaft des Systems ist also eng mit dem Energieerhaltungssatz verkniipft.
Allgemeiner ist mit jeder Symmetrie-Invarianten der Lagrange-Funktion eine
Erhaltungsgrosse verkniipft. Ist sie unter Raumverschiebungen invariant, fithrt
dies zum Impulserhaltungssatz und ist sie unter Raumdrehungen invariant, fithrt
dies zum Drehimpulserhaltungssatz. Diese drei fundamentalen Erhaltungsséitze
der Mechanik sind also Konsequenzen von drei geometrischen Symmetrien.

Befinden sich beispielsweise in der Mechanik die Teilchen der Massen m; > 0 in
einem Potential U(Z), so gilt definitionsgeméss

(@', 2" —U(2), bzw. H =

wobei der erste, mit Hilfe des Skalarproduktes definierte, Summand die sogn.
kinetische und der zweite Summand die sogn. potentielle Energie angibt. Die
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Euler-Lagrange-Differentialgleichung wird dann zum System von Differential-
gleichungen

das als Formel m;a; = F"j jedem Schiiler als Newtonsches Gesetz bekannt ist.

Die Lagrange-Funktion fiir ein Teilchen der Masse m, das sich reibungsfrei auf
einer Flache mit der positiv definiten Metrik g;;(z1,z2) = g¢s5(x) bewegt, die
von der Wahl des Koordinatensystems und vom Ort auf der Fliche abhéingt
und mit der das Intervall (Linienelement) die Form

d.§')2 Z Z gij(x) dz; dx;
=1 j=1
hat, gegeben durch die kinetische Energie

dl‘l dxg o 1 o 2 2 dl‘i da:j
Lo g ) = 5 = 2 D e G

i=1 j=1

weil ausser der senkrechten Kraft, die das Teilchen auf die Fliache zwingt, kei-
ne weiteren Kréfte wirken. Die Berechnung der Lagrange-Gleichung liefert in
diesem Fall ein System gekoppelter Differentialgleichungen zweiter Ordnung

£ 2 2
d*z; 1 Ogu(x) | Ogiy(x) _ Ogsw(x)yde;day _ )
Zgl] dt? +QZZ( &rj oxy oxy ) dt dt =0,1=12

j=1k=1

Die Masse kiirzt sich heraus und die Dynamik des Teilchens, das heisst der
Ort auf der Fliche, wo sich das Teilchen zur Zeit ¢ befindet, hdngt vom An-
fangszustand (x1(0), z2(0), £1(0),22(0)) ab. Es stellt sich heraus, dass das die
selbe Differentialgleichung ist, die entsteht, wenn man sich fiir ein scheinbar
ganz anderes Problem interessiert. Eine Geodéte, d.h. ein Weg extremalen Ab-
standes zwischen zwei beliebigen Punkten auf der Fldche wird nédmlich durch
die genau gleiche Differentialgleichung beschrieben. Weil die Teilchenbewegung
und die Geodéten die gleichen Differentialgleichungen erfiillen, bietet sich die
Moglichkeit einer Analogie und wir konnen annehmen, das Teilchen folge ei-
nem Gummiband, das zwischen zwei Punkten auf der Fliche gestreckt wird.
Das physikalische Problem ist zu reiner Geometrie geworden! Dank dieser Ein-
sicht von Einstein wird Physik in den letzten hundert Jahren immer mehr zu
einem Teilgebiet der Geometrie und damit globaler und eleganter (d.h. weniger
analytisch). O

In der Elektrodynamik wird ein geladenes Teilchen der Masse m > 0 und der
Ladung e in einem elektromagentischen Feld durch die Lagrange-Funktion

L3 = @7 —ep+ = (a', A)

beschrieben. Dabei bezeichnet o(#) das elektrische Potential und A(Z) das mag-
netische Vektorpotential.
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Auch in der Wellenlehre und in der Quantenmechanik spielt das Skalarprodukt
eine zentrale Rolle. Verdreht man zwei parallele ideale linear-polarisierende Fil-
ter mit den Polarisationsrichtungen d, b * 0 um den Winkel ~ zueinander, be-
tragt der Anteil der insgesamt durchgelassenen Strahlung

0082 _ <67 g> ) <5’ g>
(’y) <67 5) ’ (l_): g>

-

Stehen die beiden Polarisationsrichtungen aufeinander senkrecht (@ L b), wird
also kein Licht durchgelassen. Sind die beiden Polariationsrichtungen parallel
(@ || b), so wird alles Licht durchgelassen. Selbstversténdlich muss man dazu
zeigen, dass die rechte Seite dieser Gleichung im Einheitsintervall liegt, d.h.

dass fiir beliebige Vektoren die fundamentale Schwarzsche Ungleichung

-

(@,b) - (@,b) < (@a)-(b,b), bzw. ((@ b))% <|ad?-|b?

gilt.

Diese Gleichung erfordert eine vollig neue Interpretation, wenn man den diskre-
ten Charakter der elektromagnetische Energie in Betracht zieht. Dazu reduziert
man die Intensitédt des Lichtes so, dass jeweils nur ein einzelnes — durch den
ersten Polarisator polarisiertes — Photon am zweiten, um - verdrehten, Polari-
sator ankommt. Weil Photonen nicht halbiert werden kénnen, wird das Photon
den zweiten Polarisator durchqueren oder nicht. Weil nichts ersichtlich ist, womit
der zweite Polarisator die ankommenden Photonen in zwei Teilmengen aufspal-
ten konnte, bleibt nichts anderes iibrig als zu sagen, dass eine gewisse Wahr-
scheinlichkeit bestehe, dass das polarisierte Photon den zweiten Filter passiert.
Dank der fundamentalen Ungleichung lésst sich der Ausdruck auf der rechten
Seite in obiger Gleichung tatséichlich als Wahrscheinlichkeit interpretieren.

Diese Interpretation spielt in der korpuskularen Auffassung der Strahlung eine
fundamentale Rolle. Die Gleichung gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der ein
einzelnes Photon zwei verdrehte Polarisatoren durchlauft. Die Hypothese, dass
jedes polarisierte Photon beim Durchgang durch den zweiten Polarisator in zwei
Teilchen aufgespalten wird, von denen eines den Polarisator durchquert und das
andere absorbiert wird, ist nicht haltbar, weil sonst nach dem Polarisator im
Strahl gleich viele Teilchen wie im einfallenden Strahl vorhanden sein sollten.
Um die beobachtete kleinere Intensitit des durchgelassenen Strahl zu erkléren,
miisste eines der durchgelaufenen Teilchen eine geringere Energie als die an-
kommenen Photonen haben. Wegen Einsteins Beziehung E = hr miisste dann
aber die Frequenz der durchgelaufenen Teilchen kleiner als jene der ankommenen
Teilchen sein. Weil aber beim Durchgang durch den Polarisator keine Farbwech-
sel beobachtet wird, kann diese Hypothese nicht zutreffen und die Energie muss
beim Durchgang durch den Polarisator die selbe geblieben sein. Daher enthélt
der durchgelaufene Strahl weniger Photonen als der einfallende Strahl, was sich
experimentell mit einzelnen Photonen bestiitigen lisst. Daher muss cos?(v) als
Anteil der Photonen interpretiert werden, die den Polarisator durchqueren! Fiir
ein einzelnes polarisiertes Photon gibt cos?(7) die Wahrscheinlichkeit an, dass
es durchgelassen wird.

Der Anteil Photonen, der absorbiert wird, betrigt 1 — cos?(y) = sin(y). Die
Konsequenzen dieser Beobachtung sind bemerkenswert. Obwohl alle Photonen
nach dem ersten Polarisationsfilter im selben Polarisationszustand sind, werden
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Abbildung 2.4: Durchlasswahrscheinlichkeit bei einem linearen Polarisator.

bei verdrehten Filtern einige vom zweiten Filter gestoppt und andere durch-
gelassen und der klassische deterministische Glaube, dass gleiche Bedingungen
immer die selben Resultate verursachen, ist schlicht unhaltbar. In der Natur
wird offensichtlich mit Hilfe des Skalarproduktes gewiirfelt! Es gehort zu den
grossen Uberraschungen der modernen Physik, dass wir nur in ganz speziel-
len Situationen zum Vorneherein wissen konnen, was Teilchen tun werden und
dass physikalische Theorien ein probalistisches Element enthalten miissen. Die-
ser Indeterminismus des Mikrokosmos zeigt, dass sich die Natur letztlich nur
mit Wahrscheinlichkeiten beschreiben lédsst und dass sich diese Wahrscheinlich-
keiten nicht mehr weiter reduzieren lassen. Fast noch iiberraschender als die
Notwendigkeit, in unserem physikalischen Weltbild deterministische durch sto-
chastische Gesetze ersetzen zu miissen, ist allerdings der weitere Umstand, dass
die notwendige Wahrscheinlichkeitstheorie der Quantentheorie bei der Beschrei-
bung unbeobachteter Objekte nicht auf der klassischen Booleschen Logik der
Theorie der Mengen basieren kann, sondern auf einer Logik aufgebaut ist, die
stattdessen zur Theorie der Vektorrdume, d.h. zur linearen Algebra gehort, wie
man erkennt, wenn man einen dritten solchen Polarisationsfilter mit der Polari-
sationsrichtung & # 0 zwischen die beiden ersten stellt und sorgfiltig beschreibt,
was man dann feststellt.

Ein Polarisationsfilter kann als analoger Computer (Qubit) interpertiert werden,
der sich nicht durch ein klassisches Bit diskretisieren lédsst.

Erst beim Nachdenken {iber das Verhalten des Mikrokosmos sind die Physi-
ker auf die zentrale Bedeutung des Matrizenproduktes zum Komponieren von

Prozessen gestossen.

Beispiel. Urspriinglich ging es darum, die im 19. Jahrundert beobachteten
Atomspektren zu verstehen. Geméss Bohr und Einstein hingen die gemessenen
Kreisfrequenzen mit den méglichen Energien des Systems durch die Beziehung

E,—E;
h

Wij =

zusammen, wenn es vom Energiezustand F; in den Energiezustand F; iibergeht.
Das Ziel bestand darin, die mdoglichen Energieniveaus F4, Fa,... zu bestim-
men. Bereits frither hatte Balmer gezeigt, dass Spektrallinien im Wasserstoff-
Spektrum in Serien auftreten und und 1890 hatte Rydberg gesehen, dass sich
deren Kreisfrequenzen durch die bemerkenswerte Differenzenformel

2me 1 1 .
7:27TCR(Z,*2—,*)7 (1,32172)

Wij =
Aij J?
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n=3
n=2
n=1 _

m=0 m=—-1 m=0m=1 m="2m=—-I1m=0m=1 m=2

=0 =1 =2

Abbildung 2.5: Termschema von Wasserstoff.

ausdriicken lassen. Dabei bezeichnet ¢ die Lichtgeschwindigkeit und R die Ryd-
berg-Konstante. Daher lassen sich zwei Frequenzen w;; und w;; nach dem fun-
damentalen Kompositionsprinzip

Wik = Wij + Wik

kombinieren. In der dlteren Quantentheorie gelang es Bohr 1913, das Atomspek-
trum von Wasserstoff, das traditionell in Form eines Termschemas beschrieben
wird, theoretisch herzuleiten.

Die Zusténde des Wasserstoffatoms ¥, ; ,, kénnen in der damaligen Sprechweise
durch drei gazzahlige Indizes (n, m,!) (Quantenzahlen) beschrieben werden, die
den Einschrankungen

n = 1,2,...
[ = 01,....n—1
m o= —l—(—1),....,(1—1),

geniigen. Die moglichen Energienieveaus sind nach Bohr durch die Formel

R

En,m,l =3
n

gegeben.

In spéterer Formulierung liefern die horizontalen Linien im Termschema eine
graphische Illustration der Basisvektoren @, ; n, die als simmultane Eigenvek-
toren der drei linearen Operatoren

FE :die Energie
L :der Betrag des Bahn-Drehmomentes
L, :die z-Komponente des Bahn-Drehmomentes

entstehen. Wir konnen also sagen, dass wenn das Wasserstoffatom im Zustand
Unim ist, dass dann diese drei physikalischen Grossen einen festen Wert haben.
In der Tat gilt fiir die Eigenwerte von vy,;m:

R —
D) Unlm n2 Ynlm
L Uym = l(l + 1)Unim
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Diese Eigenzustinde des Energieoperators entsprechen also den ,stationéren
Bahnen“ in der dlteren Sprache, die aber bereits bei der Beschreibung des Spek-
trums des Helium-Atoms versagte.

Als dann 1925 Heisenberg versuchte, allgemeinere Spektren zu beschreiben, ging
er von einem schematischen Termschema der Art

aus und ordnete einem Ubergang vom Zustand i (Energieniveau) in den Zustand
J die kompleze Amplitude a;; € C zu.

Im einfachsten Fall ging er von der unendlichen Matrix
q(t) = (qijeiwt% (1,7 =1,2...)

der Kreisfrequenzen w;; und der komplexen Amplituden ¢;; aus. Dabei bezeich-
net i die spéter zu besprechende imaginire Einheit mit der Eigenschaft i2 = —1.
Bei seinen Uberlegungen benutzte Heisenberg also nur Grossen, die direkt zu den
physikalischen Messungen aus der Spektroskopie von Atomen und Molekiilen in
Beziehung stehen und benutzte insbesondere weder den Begriff der Bahnkurve
noch jenen der Geschwindigkeit der Teilchen. Die Ritz’sche Kombinationsregel

Wik = Wij + Wik

fithrte ihn zum Kombinieren von Ubergéingen nach dem Schema

Es lésst sich in symbolischer Form durch die Gleichung
(AB)ix =) aijbj
J

ausdriicken. Dabei handelt es sich ganz offensichtlich um die beschriebene Matri-
zenmultiplikation, die Heisenberg aber vorher allem Anschein nach nicht kannte.
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Sein Doktorvater Born erinnerte sich an eine Vorlesung iiber Matrizenrechnung,
erkannte den Zusammenhang und und vermutete fiir den Impuls, den er analog
durch die Matrix

p(t) = mg(t) = (imwijqie*")

beschrieb, die kanonische Vertauschungsrelation
q(t) - p(t) — p(t) - q(t) = ihE

Diese Auffassung, Prozesse dadurch zu komponieren, dass man iiber alle Pfade
via Zwischenzustinde summiert und das Betragsquadrat |0L1-j|2 der komplexen
Amplitude als Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang vom Zustand i in den Zu-
stand j zu interpretieren, war der Ausgangspunkt der Quantenmechanik und
das Ende der deterministischen Weltsicht, die fiir die klassische Physik zentral
war. Weil wegen der Dreiecksungleichung

@+l < lal+[bl, |a@+5 < (|l +[8)* = |al® + [b]* — 2la] - |B

eine Summe von komplexen Ampltituden einen Betrag haben kann, der kleiner
als die Summe der Summanden ist, fithrt die Quantenmechanik zu destruktiver
Interferenz: erlaubt man einem Prozess auf mehr Arten stattzufinden, kann sich
die Chance, dass er ablauft, dabei verkleinern!

Die Idee der Summe iiber alle Pfade fiihrte spéter im kontinuierlichen Grenzfall
zu den Pfadintegralen, die heute die Quantenfeldtheorien dominieren. Leider ist
diese Theorie mathematisch weder einfach noch haltbar. Dem Leser sei dazu
das elementar geschriebene Biichlein von Feynman mit dem Titel “QED. Die
seltsame Theorie des Lichts und der Materie” zur Lektiire empfohlen. Es beruht
auf einer populédren Vorlesung, die man im Web findet und zu den Perlen dieses
sonst riesigen Misthaufens gehort. O

2.3 Eigenschaften der Matrixoperationen

Viele der von der Arithmetik d.h. vom ,Rechnen mit Zahlen“ her bekannte
Regeln gelten auch fiir das Rechnen mit Matrizen.

Satz. Alle Matrizen seien so gewéhlt, dass die Operationen definiert sind. Dann
gelten folgende Rechenregeln:

e Regeln der Addition:

1. A+ (B+C)=(A+ B) + C (Assoziativgesetz der Addition)
2. A+ B = B+ A (Kommutativgesetz der Addition)
3. A+ 0= A =0+ A (Neutralelement der Addition)

Aus der letzten Regel folgt natiirlich 0 — A = —A. Eine Struktur, die diese
drei Regeln erfiillt, heisst kommutatives Monoid.

e Regel des Negativen:
4. A-A=0


http://www.vega.org.uk/video/subseries/8
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Man beachte, dass sich die Nullmatrix analog zur Zahl 0 verhilt. Eine
Struktur, die diese vier Regeln erfiillt, heisst kommutative Gruppe.

e Regeln der Multiplikation mit Skalaren:

5. r(sA) = (rs)A
6. 1IA=A

o Vertraglichkeitsregeln zwischen Addition und Multiplikation mit Skalaren:

7. r(A+B)=rA+rB
8. (r+s)A=rA+sA

Eine Struktur, die diese acht Regeln erfiillt, heisst Vektorraum.
e Regeln der Multiplikation:

9. A-(B-C)=(A-B)-C (Assoziativgesetz der Multiplikation)
10. A-E = A= E- A (Neutralelement der Multiplikation)

Man beachte, dass sich die Einheitsmatrix E analog zur Zahl 1 verhélt.
Eine Struktur, die die letzten beiden Regeln erfiillt, heisst Monoid.

e Vertraglichkeitsregeln zwischen Addition und Multiplikation:

11. A- (B+C)=(A-B)+ (A C) (linkes Distributivgesetz)
12. (B4+C)-A=(B-A)+ (C-A) (rechtes Distributivgesetz)

Eine Struktur, die diese letzten vier und die ersten vier Regeln erfiillt,
heisst Ring. In jedem Ring gilt A-0=0=0- A.

e Vertraglichkeitsregel zwischen Multiplikation mit Skalaren und Multipli-
kation:

13. r(A-B)=(rA)-B=A-(rB)
Eine Struktur, die diese dreizehn Regeln erfiillt, heisst Algebra.

e Vertraglichkeitsregel zwischen Transponieren und den Grundoperationen:

14. 07 =0

15. ET=E

16. (AT =4

17. (A+B)T = AT + BT
18. (rA)T =rAT

19. (A-B)T = BT . AT

In der letzten Regel achte man auf die korrekte Reihenfolge!
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Der Beweis dieser Rechenregeln ist in den meisten Féllen einfach. Ausnahmen
bilden die Regeln 9,11,12 und 19, die das Matrizenprodukt betreffen, das ja
nicht elementweise definiert ist. Da aber auch diese beiden Beweise nicht son-
derlich lehrreich sind, schenken wir sie uns! Hat man ein geometrisches Bild
der Matrizenoperationen oder interpretiert Matrizen als lineare Prozesse, sind
diese Regeln ohnehin ziemlich trivial. Diese Regeln der Matrizenrechnung wer-
den wir im Laufe dieser Lehrveranstaltung tausendfach benutzen; es lohnt sich
also, sich diese genau zu merken und an einzelnen konkreten Zahlenbeispielen
einzuiiben. Es empfiehlt sich sogar dringend, diese Regeln auswendig zu lernen
und nicht einfach dariiber hinwegzugehen mit der Begriindung: ,,Das habe ich
schon immer so gemacht“. Insbesondere erfinde man keine weiteren Regeln fiir
das Rechnen mit Matrizen! Aus diesen Regeln folgen allerdings weitere Regeln
— etwa die Vertriglichkeitsregeln fiir das Rechnen mit dem Skalarprodukt.

Obwohl viele Regeln der Arithmetik auch fiir das Rechnen mit Matrizen gelten,
sind sie ndmlich nicht alle erfiillt. Der aufmerksame Leser wird sich gefragt
haben, ob denn die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist. In der Tat
gilt selbst in dem Fall, wo A - B und B - A beide definiert sind, im allgemeinen
das Kommutativgesetz nicht. Dies geht aus folgendem Gegenbeispiel hervor.

Beispiel. Man betrachte die beiden Matrizen

- -1 0 o 1 2 2,2
A_<2 3>, B—<30)€R

Durch Multiplikation erhélt man die Matrizen

-1 -2 3 6
A~B—<11 4 ) und B-A—(3 O)

Thre Differenz verschwindet also nicht, sondern es gilt

—4 -8
MB]1$BBA<14 4>

Hier ist also A - B # B - A. Die Matrizenalgebra ist also nicht kommutativ!
Wir miissen beim Bilden eines Matrizenproduktes jeweils angeben, ob wir die
Matrix B mit der Matrix A von links oder von rechts multiplizieren.

Der Kommutator [A,B] = A- B — B - A der beiden Matrizen A und B enthiilt
die Information dariiber, ob die beiden Matrizen kommutieren oder nicht und
spielt eine zentrale Rolle bei der Untersuchung kontinuierlicher Symmetrien mit
Hilfe von Linearisierungen. Allgemein ist also

A-B=B-A+|A, B]

Unter einer Lie-Algebra versteht man einen Vektorraum zusammen mit einer
Operation, die dem Kommutator von Matrizen nachgebildet ist und folgende
Vertriglichkeitseigenschaften hat:

1. [A, B] = —[B, A] (Schiefsymmetrie)
2. [A,B+C]|=[A, B]+ [4,C] (Additivitit)
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3. [A,rB] = r[A, B] (Homogenitit)
4. [A,[B,C]] + [B,[C, A]] + [C,[A, B]] = 0 (Jacobi Identitét)

Tatséchlich {iberpriift man durch Nachrechnen leicht, dass der Kommutator
alle diese Eigenschaften hat. Selbstverstéindlich gilt wegen der Schiefsymmetrie
[A, A] = 0. Die reellen n x n-Matrizen zusammen mit dem Kommutator bilden
also eine Lie-Algebra, die unter dem Namen gl(n,R) bekannt ist.

Der Kommutator ist auch mit den restlichen Operationen vertriglich. Die Ver-
traglichkeit mit der Transposition driickt sich in der Beziehung

(A, BT = [BT, AT
aus. Die Vertréglichkeit mit dem Matrizenprodukt zeigt sich in der Beziehung
[A-B,C]=[A,C]-B+A-[B,C]

Alle diese Beziehungen lassen sich leicht beweisen, indem man die involvier-
ten Kommutatoren ausschreibt. Dank diesern Regeln ist es in Zukunft kaum
je notwendig, den Inhalt eines Kommutators auszuschreiben. Man beachte die
Analogie der letzten Beziehung zur Produktregel zum Ableiten eines Produktes.

) _dtw)
i@ —de "t

QU

(b
(c
In der Tat iibernehmen Kommutatoren die Rolle einer Ableitung, wenn Sym-

metrien im Spiel sind, weil sie insbesondere die Information kodieren, wie sich
solche Symmetrien zu einer weiteren Symmetrie zusammensetzen lassen.

~

U
~

Beispiel. Im Zusammenhang mit Kugeldrehungen erzeugen die drei Matrizen

0 0 O 0
Q)= 0 0 -1 |, Q)=| 0
01 0 -1

-1

0 1 0 0
00], Qé)=|1 0 o
0 0 0 0 0

die Drehungen um die drei Koordinatenachsen. Ihre Elemente lassen sich knapp
durch

Q(€)jx = —€ijk
beschreiben. Dabei liefert fur jede Variation (ki,ks,...,k,) € N*,1 < k; <n
das sogn. Permutationssymbol
Ekiky...kn

den Wert €1, = 1 und &ndert das Vorzeichen bei der Vertauschung zweier
Indizes. Es ist also

1 falls (k1ks...k,) eine gerade Permutation ist.
€kiko.. ke, = —1 falls (k1ks...ky) eine ungerade Permutation ist.
0 fallsin (k1ks...k,) mindestens zwei Indizes gleich sind.

Beispiel. Im Fall n = 3 gilt also fiir das Permutationssymbol €;;;, = 1, falls die
Permutation (4, j, k) von (1,2, 3) gerade ist. Falls sie ungerade ist, ist ;;; = —1.
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Sind mindestens zwei der Indizes 4, j, k gleich, so ist €, = 0. Das liefert fiir die
3! Permutationen von {1,2, 3} folgende Werte®:

123 =1, €132=—1, €213 =-1, €231 =1, €312 =1, €301 =1

Bei einer Permutation (¢, j, k) von (1,2, 3) bezeichnet man ¢;; auch als Vorzei-
chen der Permutation. O

Diese drei Generatoren der Drehgruppe ergeben sich, indem man mit Hilfe der
Drehmatrizen

1 0 0
Di(p) = | 0 cos(p) —sin(p)
0 sin(e)  cos(p)
cos(p) 0 sin(p)

Dilg)=| 0 1 0
—sin(e) 0 cos(p)
cos(p) —sin(p) 0
Dylg) = [ simlp cos(p) O
0 0 1

“ein ganz kleines Bisschen” um die jeweilige Achse dreht, d.h. diese Matrizen
nach ¢ ableitet und dann den Winkel ¢ = 0 setzt. Die drei so erhaltenen Er-
zeugermatrizen Q(€; erfiillen die zyklischen Vertauschungsrelationen

[Q(e1),Q(e2)] = Q(e3),  [Q(e2), Q&) = Q(e1),  [Q(e3),Q(e1)] = Q(é2)
oder knapper

[Q(€3), Q(€))] = euji - Q(€k)
Diese sogn. fundamentalen Vertauschungsrelationen spielen in der Quantenme-

chanik eine zentrale Rolle, weil die drei Komponenten des Drehimpulses die
Vertauschungsrelationen

[L1, Lo] = Ls, (L2, L3] = Ly, [L3, L1] = Lo, [Li, Lj] = €iji L

erfiillen. Entsprechende Vertauschungsrelationen werden auch von den Pauli-
Matrizen

1/0 1 10 —i 1/1 0
51_2(1 0)’ 52_2(1' 0)’ 53_2(01>

erfiillt, die den Elektronenspin beschreiben, weil fiir einen normierten Vektor
7i € R3 die Matrix
1 .
Sy :=n151 + NSy +n3S3 = — ( n3 g )

2\ n1+1ing —ns

den Spin in Richtung 7 beschreibt.

Allgemein wird eine Drehung um die Achse @ durch die fundamentale, antisym-
metrische Matrix

0 —as a2
Q@) == a1Q(€1) + a2Q(é2) + azQ(e3) = as 0 —-a
—a9 al O

8Merkregel: 123123; wie beim Walzertanzen. Man erhilt 1, wenn man von links nach rechts
abliesst und —1, wenn man von rechts nach links abliesst.
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erzeugt. Die Lie-Algebra so(3,R), und nicht das von vielen Anwendern leider
immer noch mit Vorliebe verwendete Kreuzprodukt

a2x3 — G3x2
axx:= Q((_i) ST = asr1 — a1xs
a1T2 — a2T1

beschreiben die Kugeldrehgruppe auf natiirliche Weise. Um allerdings die Bezie-
hung zwischen dieser Lie-Algebra und dem Vektorprodukt genau zu erkennen,
d.h. warum eine Drehung um die normierte Drehachse @ im positiven Umlauf-
sinn um den Drehwinkel ¢ durch die orthogonale Matrix

Dy =e??@ = E +5in(p)Q(a@) + (1 - cos(p)Q*(@), |al =1
die mit Hilfe des Vektorproduktes geschrieben die Form
Dy g @ = cos(p)Z + (1 — cos(p))(Z,d)d + sin(p)(a@ x &), |d] =1

annimmt, beschrieben wird, miissen wir zunichst die matrizielle Exponential-
funktion e studieren. Bei s0(3, R) handelt sich um die einfachste interessante
Lie-Algebra, die nicht nur eine enge Beziehung zum Vektorprodukt, zu den
Raumdrehungen und den Quaternionen, sondern auch zum Drehmoment, zur
Lorentz-Kraft und zum Elektronenspin hat. O

Beispiel. Die Linearkombinationen der drei Matrizen

(01 (00 (10 22
we(bo) we (V) re(a h)em

bilden die Matrizen aus dem 3-dimensionalen Vektorraum s[(2, R)

rM + sN +tP = ( i ’ ) € R??

Diese (2 x 2)-Matrizen werden dadurch charakterisiert, dass ihre Spur, d.h die
Summe der Diagonalelemente verschwindet. Dieser Vektorraum wird zu einer
Lie-Algebra, in der fiir die Basisvektoren die Kommutator-Beziehungen

[PvM}:QMv [PvN]:_2N7 [MaN]:P
gelten, wie man leicht nachrechnet. O

Kommutatoren spielen in der Quantenmechanik eine grosse Rolle, weil sie be-
schreiben, wie stark zwei Prozesse nicht vertauschbar sind. Tatséchlich war hi-
storisch die Tatsache, dass gewisse Messprozesse nicht miteinander kommutieren
der Ausgangspunkt fiir die Quantenmechanik. Dass sich die Messungen des Or-
tes Q und des Impuls P eines Teilchens nicht vertauschen lassen, driickt sich in
der kanonischen Vertauschungsrelation

Q. P] = ihE

aus, die Heisenberg mit Hilfe (unendlicher) Matrizen gelést hat. Dabei bezeich-
net die reduzierte Planck-Konstante h = % die kleinst mogliche Wirkung, die
also quantisiert ist. Das Wirkungsquantum

h = 6.260'075'5 - 10734 [
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ist eine Naturkonstante, die im Vergleich zu den Wirkungen, die im téglichen
Leben auftreten und die bei einer typischen Energie von

Hl2

113 =1 [kg- 5—2} =1 [Ws] = 1.2418 - 108 [eV]

und der Dauer 1 [s] von der Gréssenordnung von 1 [Js] sind, phantastisch klein.
Allgemein wird die Symmetriegruppe G eines Quantensystems weitgehend durch

ihre zugehorige Lie-Algebra g beschrieben. In vielen Fillen legt die Symmetrie-
gruppe ein solches System sogar vollstédndig fest. O

2.4 Inverse Matrix

Auch was die Teilbarkeit angeht, gelten fiir Matrizen andere Gesetze als fiir das
Rechnen mit Skalaren. Zum Beispiel ist die Kiirzungsregel nicht erfiillt und die
Matrizenalgebra hat Nullteiler. Die den folgenden beiden Gesetzen entsprechen-
den Eigenschaften sind also fiir Matrizen i.a. nicht erfiillt:

e Ista-b=a-cund a # 0, so ist b = c. (Kiirzungsregel)

e Ist a-d =0, so ist mindestens ein Faktor 0. (Nullteilerfreiheit)

Beispiel. Um diese beiden Gesetze zu widerlegen, betrachte man folgende Ma-
trizen:

a=(F )= (08)e=(18)o=( 1)

Es ist
27 27 0 0
A-B_A-C_(9 9), A-D_(O 0)

Obwohl A # 0 ist, darf man A nicht kiirzen! Die Kiirzungsregel gilt also nicht fiir
alle Matrizen. Ferner kann das Produkt zweier von der Nullmatrix verschiedener
Matrizen sehr wohl die Nullmatrix liefern. Obwohl ndmlich A # 0 und D # 0
sind, ist A - D = 0. Man sagt, A und D seien Nullteiler. O

Immerhin sind die beiden Phénomene miteinander eng verwandt. Es gilt ndmlich
folgendes Resultat.

Satz. In einem Ring sind die Kiirzungsregel und die Nullteilerfreiheit dquivalent.

Beweis. Fiir die eine Richtung nehmen wir an, dass die Kiirzungsregel erfiillt
ist. Falls nun a -d = 0 ist und a # 0 gilt, so ist a - d = 0 = a - 0. Wegen der
vorausgesetzten Kiirzungsregel diirfen wir daraus auf d = 0 schliessen. Daher
ist der Ring Nullteilerfrei.

Fiir die andere Richtung nehmen wir nun an, dass der Ring keine Nullteiler hat.
Falls a # 0 ist mit a-b = a - ¢ so folgt daraus, dassa-b—a-c=a-(b—¢) =0
gilt. Daraus folgt aber mit der Nullteilerfreiheit, dass b — ¢ =0 d.h. dass b = ¢
gilt. Damit ist die Kiirzungsregel gezeigt. O
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In der Praxis ist es meistens einfacher, einen Ring auf Nullteiler zu untersuchen.
Daraus erkennt man dann, ob die Kiirzungsregel gilt oder nicht.

Diese Gegenbeispiele zeigen schon, dass die Division von Matrizen nur mit Ein-
schriankungen moglich ist. Insbesondere wird man mit Matrizen nur schon wegen
der fehlenden Kommutativitit nicht gedankenlos Bruchrechnen kénnen. Wir
beginnen mit einer prizisen Definition eines Begriffes, der dem Stammbruch
aus der Arithmetik entspricht. Weil vermutlich in der Schule das arithmetische
Pendant nie sorgfaltig besprochen wurde, ist der Leser gut beraten, sich bei
dieser Gelegenheit mit dem Bruchrechnen sorgfiltig auseinanderzusetzen.

Um die passende Definition einer Inversen zu finden, fassen wir die Matrix A
wieder als linearen Prozess auf. Dabei wird der Input # € R™ auf den Output
b=A-ZeR" abgebildet. Beim Umkehren geht es um die Frage, ob der Input
aus dem Output rekonstruiert werden kann. Falls dies fiir jeden Output b der
Fall ist, nennen wir den Prozess A umkehrbar und der Prozess X, der in die
umgekehrte Richtung lduft und jedem Output b seinen eindeutig bestimmten
Input zuordnet, heisst dann der zu A inverse Prozess.

R™ R™

Invertierbare Prozesse erhalten also die Information.

8
S
8
I
S

Der Prototyp eines invertierbaren Prozesses ist die Identitét.

. _R" R" "
T T

B
Y

Er ist seine eigene Inverse und wird mit Hilfe der Einheitsmatrix F beschrieben.
Die lineare Abbildung
fa:R™ — R™ Z— AT
heisst also invertierbar, falls eine lineare Abbildung
fx:R" SR b X b
existiert, so dass die beiden Kompositionen
fxofa=1Idgn,  faofx =Idgn

die Identitét liefern. Die linke Bedingung verlangt, dass die Abbildung f4 injek-
tiv ist. Wegen der rechten Bedingung muss sie auch surjektiv sein, falls sie um-
kehrbar sein soll. Umkehrbare Prozesse werden oft auch als Isomorphismen und
in der alten Literatur gelegentlich als Koordinatentransformationen bezeichnet.

In die Matrizensprache {ibersetzt erhalten wir folgenden Begriff.
Definition. Es sei A eine quadratische Matrix. Gibt es eine Matrix X mit der

Eigenschaft A- X = X - A = F, so heisst A invertierbar. Die Matrix X wird als
Inverse von A bezeichnet.

Man beachte, dass diese Beziehung symmetrisch ist. Falls also X Inverse von
A ist, so ist umgekehrt A auch Inverse von X. Wir werden spéter zeigen, dass
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man nur eine der beiden Gleichungen A - X = FE bzw. X - A = E iiberpriifen
muss um zu garantieren, dass A und X inverse Matrizen sind. Das ist wieder eine
Besonderheit der Matrizenrechnung: eine Inverse von einer Seite ist automatisch
Inverse von der anderen, bzw. Surjektionen sind automatisch Injektionen und
umgekehrt!

Beispiel. Die Matrix X = ( Z1’> g ) ist eine Inverse von A = ( _? _g ),

wie folgende Rechnungen zeigen.
2 =5 3 5 1 0
A'X_(—l 3)'(1 2)‘(0 1>_E
3 5 2 -5 10
X'A_(1 2)'(-1 3)‘(0 1>_E

Hat man also einmal einen geeigneten Kandidaten fiir die Inverse, so ist die

Kontrolle einfach und wird dem Leser dringend empfohlen.

Er wird sich selbstverstidndlich gefragt haben, wie man die angegebene Matrix
X finden kann. Wie wir noch besprechen werden, ist die Antwort auf diese Frage
gar nicht so dringend, wie es scheint. Selten braucht man die Inverse wirklich!

Um aber die Neugier des Lesers zu befriedigen, machen wir fiir X den Ansatz
als beliebige (2 x 2)-Matrix:
a b
= (ta)
Dann gilt fiir das Produkt:
2 =5 a b 2a —5c  2b—5d
A.X_(—l 3 )( c d>_<—a—|—3c —b—|—3d)

Damit dieses Produkt die Einheitsmatrix liefert, miissen die beiden linearen
Gleichungssysteme

2a —5c=1 2b—5d=0 2 —-5|1 0
—a+3c=0 —b+3d=1 -1 3|0 1
erfiillt sein. Diese beiden Systeme 16st man am besten simultan indem man die

beiden Konstantenvektoren zu einem einzigen Block zusammenfasst. Addition
der ersten Zeile zum 2-fachen der zweiten liefert

2 =51 0
0 1 |1 2

Addition des 5-fachen der zweiten Zeile zur ersten ergibt nach dem Kiirzen der
ersten Zeile durch ihren grossten gemeinsamen Teiler 2 eine Blockmatrix

2 0|6 10 1 013 5
0o 111 2 )’ 0 1|1 2

in deren linkem Block die Einheitsmatrix entstanden ist. Aus ihr lesen wir die
gesuchten Losungen ab. Die beiden Gleichungen des linken Systems haben die
eindeutig bestimmte Losung a = 3 und ¢ = 1. Entsprechend hat das rechte



2.4. INVERSE MATRIX 89

System die eindeutige Losung b = 5 und d = 2. Man beachte, dass diese Werte
im rechten Block gerade die Elemente der gesuchten Inversen X liefern, die hier
eindeutig bestimmt ist. O

Beispiel. Wie von der gewohnlichen Arithmetik aus der Schule her gewthnt,
kann die Nullmatrix nicht invertierbar sein, da keine Matrix X existieren kann
mit der Eigenschaft X -0 = F. O

Ebenfalls wie in der Arithmetik im Ring Z der ganzen Zahlen, aber nicht wie
beim Rechnen im Korper R der reellen Zahlen gibt es neben der 0 weitere
Matrizen, die nicht invertierbar sind und es geht zunéichst darum, sich einen
Uberblick iiber die invertierbaren Matrizen zu verschaffen.

36 ) nicht in-

Beispiel. Beispielsweise ist die quadratische Matrix A = ( 1 2

vertierbar.

Um das einzusehen, machen wir fiir X den Ansatz als beliebige 2 x 2-Matrix:

a b
(¢ a)
Dann gilt fiir das Produkt:
(3 6 a b\ [ 3a+6c 3b+6d
A'X_<1 2)'(c d>_< a+2c b+2d>

Damit dieses Produkt die Einheitsmatrix liefert, miissen die beiden linearen
Gleichungssysteme

3a+6c=1 3b+6d=0 3 6|1 0

a+2c=0 b+2d=1 1 2(0 1
erfiillt sein. Ein Blick auf die beiden Gleichungen des linken Systems zeigt, dass
sich diese beiden Gleichungen widersprechen. Entsprechendes gilt fiir das rechte

System. Daher kann fiir diese Matrix A, die wir bereits als Nullteiler erkannt
haben, keine Inverse existieren.

Man beachte bei dieser Gelegenheit, dass die entstandenen Gleichungssysteme
beide die Matrix A als Koeffizientenmatrix haben und sich nur in den Konstan-
tenvektoren unterscheiden. O

Obwohl also nicht jede von 0 verschiedene quadratische Matrix invertierbar ist,
kann eine invertierbare Matrix immerhin nicht mehr als eine Inverse haben. Der
folgende Satz zeigt, dass jede invertierbare Matrix genau eine Inverse hat.

Satz. Sind X und X’ inverse Matrizen der quadratischen Matrix A, so ist
X=X

Beweis. Da X eine Inverse von A ist, gilt X - A = E. Multiplizieren wir beide
Seiten dieser Gleichung von rechts mit X', so folgt (X - A)- X' =F - X' = X'.
Andererseits ist A - X’ = E. Multiplizieren wir die Gleichung von links mit X,
so ergibt sich X - (A- X’) = X - E = X. Wegen des Assoziativgesetzes ist also
X=X O
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Als Folge dieses Satzes konnen wir jetzt von der Inversen einer invertierbaren
Matrix A reden. Wir bezeichnen diese Inverse mit A~!. Es gilt als:

A-A ' =A"1. A=E

Die Inverse einer Matrix A entspricht dem Kehrwert einer Zahl in der Arithme-
tik. Sie ist eindeutig bestimmt, falls sie existiert.

Weil man einer quadratischen Matrix in der Regel nicht ansieht, ob sie inver-
tierbar ist und wie ihre Inverse aussieht, stellen sich zwei Fragen.

1. Gibt es Kriterien fiir die Invertierbarkeit einer quadratischen Matrix?

2. Gibt es einen Algorithmus fiir die Berechnung der inversen Matrix, falls
sie existiert?

Beide Fragen lassen sich mit Hilfe des Eliminationsverfahrens allgemein beant-
worten. Aus der Definition der Inversen zeigt sich ferner, dass ein enger Zusam-
menhang zwischen dem Berechnen inverser Matrizen und dem Lésen gewisser
linearer Gleichungssysteme besteht, der fiir das effiziente Berechnen von Inver-
sen von Bedeutung ist.

Tatséchlich lisst sich die inverse Matrix zur Losung der meisten linearen Glei-
chungssystemen benutzen, die in der Schule unter der Rubrik Dreisatzrechnung
aufgetaucht sind. Die Kurzschreibweise A - & = b fiir ein lineares Gleichungssy-
stem erinnert einen an die simpelste skalare Gleichung der Form a -z = b, deren
Losung sich fiir @ # 0 durch Multiplikation mit l ergibt. In diesem Normalfall
ist ndmlich x = b . Falls allerdings a = 0 ist, 1st eine weitere Fallunterschei-
dung notwendlg Falls zusétzlich b = 0 ist, hat die Gleichung alle Zahlen aus
R d.h. unendlich viele Losungen. Falls aber b # 0 so ist die Losungsmenge der
Gleichung die leere Menge ). Dieses fiir lineare Gleichungen typische Lésungs-
verhalten erkennt man in folgendem Baum.

Der Leser sei jetzt schon gewarnt, dass die beiden Sonderfélle fiir die Anwen-
dungen nicht etwa unniitz sind, sondern eine grosse Rolle spielen werden. Bei-
spielsweise sind viele statische Systeme statisch unbestimmt oder gar dynamisch
unbestimmt, was der Tatsache entspricht, dass man in einem der beiden Son-
derfille ist.

Einen entsprechenden Losungsweg kann man auch fiir gewisse Matrizengleichun-
gen A-& = b einschlagen. Fiir quadratische Koeffizientenmatrizen kann man den
folgenden Normalfall ndmlich analog behandeln.

Satz. Falls die quadratische Matrix A invertierbar ist, so hat das lineare Glei-
chungssystem A - & = b eine eindeutige Losung £ = A~! - b
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Beweis. Multiplikation der Gleichung A - 7' = b von links mit der Matrix A~
liefert £ = A~ - b. Die Losung ist eindeutig, denn falls y eine weitere Losung
wiire, so wire also A - = b. Wie oben ist aber i = A~!-b und daher ¥ = 3. O

Dieses Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssystemen mit Hilfe der in-
versen Matrix ist in vielen Taschenrechnern implementiert. Es ist aus folgenden
Griinden jedoch nicht zu empfehlen:

1. Das Verfahren funktioniert nur fiir gewisse Gleichungssysteme.

2. Die Berechnung der inversen Matrix erfordert etwa dreimal so viel Re-
chenaufwand als die spéter zu besprechende direkte Losungsmethode mit
Hilfe des Eliminationsverfahrens

Muss man also ein lineares Gleichungssystem A - ¥ = b fiir eine quadratische
Matrix A € R™™ 16sen, so ist der direkte Weg tiber das Eliminationsverfahren zu
withlen. Der Umweg iiber die Berechnung der Inversen A~! fiihrt auf n lineare
Gleichungsysteme, was sicher mehr Arbeit gibt! Der Aufwand ist zugegebener-
massen nicht n-mal, sondern nur 3-mal so gross, wie beim direkten Vorgehen,
weil die n Gleichungssystem alle die selbe Koeffizientenmatrix A haben und
deshalb simultan gelost werden kénnen.

Der empfehlenswerte Algorithmus zum Losen linearer Gleichungssystemen ist
das Eliminitionsverfahren, das einen Aufwand von %3 Schritten benétigt und es
kann bei Bedarf auch zum Berechnen der Inversen mit einem Aufwand von n?
Schritten benutzt werden. Man iiberlegt es sich also besser dreimal, ob man zur
Losung eines Problems wirklich die Inverse benétigt. In der Regel geniigt es zu
wissen, ob sie existiert.

Auf ein niitzliches Kriterium zur Invertierbarkeit einer quadratischen Matrix
wollen wir hier schon hinweisen.

Satz. Die quadratische Matrix A hat genau dann eine Inverse, wenn das homo-
gene Gleichungssystem A - Z = 0 nur die triviale Nulllésung & = 0 hat.

Beweis. Falls A invertierbar ist, so hat das Gleichungssystem A - & = 0 nach
dem letzten Satz die eindeutig bestimmte Losung # = A~! -0 = 0.

Hat das lineare Gleichungssystem A - @ eine nicht triviale Losung @ # 0, so
kann die Matrix A nicht invertierbar sein, weil ja sonst die Losung eindeutig
bestimmt wére, wir aber zwei verschiedene Losungen gefunden haben. O

Wir wollen den Zusammenhang zwischen dem Berechnen der Inversen und dem
Losen linearer Gleichungssysteme noch an einem etwas grosseren Beispiel de-
monstrieren.

Beispiel. Falls etwa die Matrix
1 2 3
A= 2 5 3
1 0 8

invertierbar ist, muss eine gewisse Matrix X existieren mit der Eigenschaft, dass
A-X = Ej gilt. Fiir X machen wir nun einen Ansatz mit vorlaufig unbekannten
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Elementen z;;. Dann muss die Matrizengleichung

1 2 3 11 X12 T13 1 0 0
2 5 3 . T21 X2 T23 = 0 1 0
1 0 8 31 I32 X33 0 0 1

gelten. Durch Ausmultiplizieren und Vergleichen entsprechender Elemente geht
diese Matrizengleichung in ein lineares Gleichungssystem iiber, das aus den fol-
genden 9 Gleichungen besteht, die wir etwas unorthodox angeordnet haben.
Rechts daneben findet man dieses System in knapper Form als Blockmatrix
dargestellt. In ihrem linken Block steht die Ausgangsmatrix A und in ihrem
rechten Block findet man die Einheitsmatrix Fs.

11 + 2x1 + 3wz = 1
2£E11 + 5I21 + 3$31 =0
T11 + 8x31 = 0
T1a + 2x99 4+ 3x30 = 0 1 2 31 0 O
2x12 4+ Dxo2 + 3x33 = 1 2 5 3|0 10
12 + 8:632 = 0 1 0 80 0 1
r13 + 2I23 + 35833 =0
2%13 + 5%23 + 35833 = 0
I13 + 8&233 =1

Die gesuchte Inverse ergibt sich also aus den Losungen dieses linearen Glei-
chungssystems. Man beachte, dass diese 9 Gleichungen nur schwach gekoppelt
sind, da sie sich in Teilsysteme von je 3 Gleichungen gruppieren lassen, deren
Koeffizientenmatrix jeweils die gegebene Matrix A ist. In der ersten Gruppe
sind nur die Unbekannten der ersten Spalte, in der zweiten Gruppe nur jene
der zweiten Spalte und in der dritten Gruppe nur diejenigen der dritten Spalte
miteinander verkniipft. Die drei Teilsysteme unterscheiden sich also nur in ih-
rem Konstantenvektor, der jeweils einer der Standardbasisvektoren ist, was zur
angegebenen Blockstruktur (A | E) fiihrt.

Auch diese Gleichungssysteme lassen sich nun mit dem Eliminationsverfahren
simultan 16sen. Addition des (—2)-fachen der ersten Zeile zur zweiten Zeile und
des (—1)-fachen der ersten Zeile zur dritten Zeile liefert:

1 2 3 1 0 0
0 1 -3|-2 10 Z12(-2)
0 -2 5|-1 01 | Z13(—1)
Addition der 2-fachen der zweiten Zeile zur dritten liefert:
1 2 3 1 0 0
01 -3|-2 10
0 0 —-1]-5 21 | Z93(2)

Addition des (—3)-fachen der dritten Zeile zur zweiten und des 3-fachen der
dritten Zeile zur ersten ergibt:

1 2 o0|-14 6 3 Z31(3)
01 0| 13 -5 -3 Z32(—3)
00 —-1| =5 2 1
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Addition des (—2)-fachen der zweiten Zeile zur ersten liefert schliesslich im lin-
ken Block reduzierte Stufenform.

1 0 0|-40 16 9 Z21(—2)
01 0| 13 -5 -3
00 —-1| =5 2 1

Zum Normieren wird nun noch die dritte Zeile mit (—1) multipliziert und wir
erhalten die Matrix

1 0 0|—-40 16 9

01 0 13 -5 -3

0 0 1 5 -2 -1 S3(—1)
Daraus kénnen wir die gesuchten Losungen sofort ablesen. Fiir das erste Teilsy-
stem ergibt sich die eindeutig bestimmte Losung 17 = —40, x21 = 13, 31 = 5.
Fiir das zweite Teilsystem lautet die Losung x12 = 16, x99 = —5, x30 = —2.
Fiir das dritte Teilsystem schliesslich findet man die Losung z13 = 9, x93 = —3,
x33 = —1, wie der Leser durch Einsetzen kontrollieren mag. Die gesuchte Inverse

muss daher die Matrix

—40 16 9
A7l = 13 -5 -3
5 -2 -1

sein, wie sich durch Kontrolle der Gleichung A=!- A = E3 = A- A~! direkt
bestétigen lédsst. Es handelt sich um den rechten Block der erhaltenen Blockma-
trix (E|A~1), falls im linken Block die Einheitsmatrix E entstanden ist. O

Fiir den Fall der 2 x 2-Matrizen gibt der folgende niitzliche Satz iiber das In-
vertieren erschopfend Auskunft:

o ab 2,2
A_(C d)eR

ist genau dann invertierbar, wenn die Determinante det(A) = ad — be # 0 ist.

In diesem Fall gilt:
1 d —b
Al = R2:2
ad — be < —c a ) <

Insbesondere ist eine beliebige solche Matrix mit grosser Wahrscheinlichkeit
invertierbar.

Satz. Die Matrix

Beweis. Wir gehen von der Blockmatrix

i = (¢ aly 1)

aus. Addition des (—c)-fachen der ersten Zeile zum a-fachen der zweiten liefert
im linken Block die Stufenform

(5 aertay| e o)
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Addition des b-fachen der zweiten Zeile zum (— det(A))-fachen der ersten liefert

wegen — det(A) — bc = —ad im linken Block eine Diagonalmatrix
—adet(A) 0 —ad ab det(A) 0 d -—b
0 det(4A) | —¢  a )’ 0 det(4) | —¢ a

deren erste Zeile durch (—a) gekiirzt haben. Division der beiden Zeilen durch
det(A) liefert die Blockmatrix

1 0
(E5|A7h) = ( 0 1

_d_ __b
det(A) det(A) )

- detiA) detaEA)

in deren linkem Block die Einheitsmatrix und im rechten Block der angegebe-
ne Kandidat fiir die Inverse steht. Weil wir hier salopp iiber die notwendigen
Fallunterscheidung a # 0 hinweggegangen sind und nur den generischen Fall be-
trachtet haben, sollte der Leser nun das Ergebnis mindestens kontrollieren und
durch Nachrechnen iiberpriifen, dass A™' - A = A- A~! = E, gilt. Als Student
tut man gut daran, sich diesen einfachen Spezialfall zu merken. m|

Die Tatsache, dass man die meisten linearen Prozesse f4:R"™ — R™ invertieren
kann, kommt etwas unerwartet und ist ein weiteres Charakteristikum der Ma-
trizenrechnung. Immerhin ist uns die analoge Situation vom skalaren Fall der
Dreisatzrechnung a - x = b geldufig.

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie sich die Inverse mit den Grundoperationen
der Matrizenrechnung vertragt.

Satz. Fiir Matrizen aus R™" gilt:
1. Die Einheitsmatrix E,, ist invertierbar und es gilt £, ! = E,,.

2. Falls A invertierbar ist, so ist auch die Matrix A~! ist invertierbar und es
gilt (A~1)~1 = A.

3. Falls A invertierbar ist, so ist fiir jeden Skalar ¢ # 0 die Matrix cA inver-
tierbar und es gilt (cA)~! = 1471

4. Mit A ist auch AT invertierbar. Es gilt (47)~1 = (4=1)T.

5. Fiir zwei invertierbare Matrizen A, B ist das Produkt A - B invertierbar
und es ist (A-B)"!=B"1. AL

Beweis. Die Beweise ergeben sich durch Einsetzen der Definitionen.
1. Wegen E,, - E,, = E,, gilt E;! = E,,.

2. Wegen A-A~' = A~1. A= F ist A~! definitionsgemiss invertierbar und
es gilt (A71)~1 = A.

3. Ist ¢ # 0, so gilt (cA)-(LA71) = 1(cA)-A~! = 1E = E. Analog erhélt man
(A=Y . (cA) = E. Daher ist cA invertierbar und es gilt die behauptete

C

Beziehung (cA)~! = 1471,
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4. Es geniigt zu zeigen, dass AT - (A™1)T = (A~1)T . AT = E gilt. Es ist
aber AT . (A™HT = (A71. A)T = ET = E. Analog zeigt man die andere
Gleichung.

5. Wir zeigen, dass (A-B) - (B~'- A7) = (B~!-A71). (A B) = E gilt.
Dann ist die letzte Behauptung gezeigt. Auf Grund des Assoziativgesetzes
ist aber (A-B)- (B~} A )= A-(B-B™}) A"l = AFA ' = A- A1 = E,
was die eine Hilfte zeigt. Die andere Hélfte zeigt man analog.

Das letzte Ergebnis kann rekursiv auf mehrere Faktoren iibertragen wer-
den.

Simple Beweise wie diesen, die sich unmittelbar durch Einsetzen der Definitionen
ergeben, sollte jeder Student in Zukunft selbststéndig fithren kénnen. Geeignete
numerische Beispiele zur Illustration der Konzepte und als Gegenbeispiele kann
er auch selbststandig wahlen. O

Weil die Menge der invertierbare Matrizen vom selben Typ nach der letzten
Behauptung unter Multiplikation und nach der zweiten Behauptung unter Bil-
den von Inversen abgeschlossen ist, spielen invertierbare Matrizen eine grosse
Rolle als Symmetrien des affinen Raumes R™ und wir geben dieser Menge einen
eigenen Namen.

Definition. Mit Gl,,(R) bezeichnen wir die Menge aller invertierbaren Matrizen
vom Typ n x n. Es ist Gl,,(R) C R™".

Aus dem ersten und letzten Teil des soeben bewiesenen Satz folgt, dass Gl,(R)
eine Gruppe ist. Es handelt sich sogar um eine Lie-Gruppe. Ihr Tangentialraum

an F ist die frither angetroffene Lie-Algebra gl(n,R) der Dimension n?.

In der Geometrie werden Abbildungen f:R"™ — R"™, die durch invertierbare
Matrizen A € Gl,,(R) beschrieben werden, als urprungserhaltende Affinitéten
bezeichnet. Es handelt sich um geradentreue, parallelentreue und teilverhélt-
nistreue Automorphismen linearer Rdume. Bezeichnet man allgemein eine bi-
jektive und geradentreue Bijektion als Affinitidt, so zeigt man mit Hilfe des
Strahlensatzes leicht, dass fiir n > 2 jede Affinitéit von der Art

f:R" — R™ T—A-T+7

darstellbar ist und daher parallelentreu und teilverhéltnistreu ist.

Wir weisen speziell auf die vielleicht unerwartete Reihenfolge der Faktoren in
der letzten Figenschaft hin. Das Produkt invertierbarer Matrizen ist invertierbar
und die Inverse des Produktes ist das Produkt der Inversen in umgekehrter
Reihenfolge. Das folgende Beispiel soll dies illustrieren.

Beispiel. Fiir die beiden Matrizen A = < 1 g ), B = ( ; ; ) und ihr
Produkt

1 2 1 2 5 8
A'B_(l 3)'(2 3)‘(7 11)
lassen sich die Inversen mit obigem Satz im Kopf berechnen. Es ist

L (3 =2\ ., (-3 2 o [ -1
A —<_1 L , B~ = 5 _1 und (A-B)™t = . s )
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Andererseits gilt in der Tat:

(7)) ()

Man achte auf die korrekte Reihenfolge der beiden Faktoren. Das Produkt

(37 (2 4)-(8 )

hiitte ein vollig falsches Ergebnis geliefert. Das wissen wir aus dem Alltag.
Wéhrend wir am Morgen zuerst die Unterhosen und dann die Hosen anziehen,
miissen wir uns am Abend in umgekehrter Reihenfolge ausziehen.

Es ist tibrigens auch nicht wahr, dass invertierbare Matrizen unter Addition
abgeschlossen sind. Als Gegenbeispiel betrachte man die Matrix

2 4
avn=(5 )

die nicht invertierbar ist, weil ihre Determinante verschwindet. O

Von einer wichtigen Klasse von Matrizen lassen sich die Inversen besonders leicht
bestimmen, weil dann die Dualitdt zu Hilfe kommt.

Definition. Eine quadratische Matrix A heisst orthogonal, falls sie die Glei-
chung A- AT = E = AT . A erfiillt. Mit O,,(R) bezeichnen wir die Menge aller
orthogonalen Matrizen vom Typ n X n.

Jede orthogonale Matrix A ist invertierbar und es ist A1 = AT Daher gilt also
0,(R) C Gl,(R). Tatsichlich handelt es sich dabei um eine weitere wichtige
Lie-Gruppe, mit der die Symmetrien des Euklidschen Raumes (R™, (—, —)) be-

schrieben werden. Thr Tangentialraum an F ist die Lie-Algebra so(n, R) der qua-
n(n—1)
.

Beispiel. Nicht jede invertierbare Matrix ist orthogonal. Als Gegenbeispiel be-
nutzen wir die invertierbare Matrix A aus dem letzten Beispiel. Es gilt:

ma=(y ) (13)=(5 5)#"

Daher ist A nicht orthogonal. O

dratischen antisymmetrischen Matrixen A € R™" der Dimension (Z) =

Beispiel. Die Matrix®?

2 L A B
A:—$§$:7—632
2y 26 -3

9Die Rationalitit von A beruht auf der bemerkenswerten zahlentheoretischen Identitiit
22 4+ 32 4 62 = 72 nach der sich die Summe dreier Quadrate manchmal wieder als Quadrat
schreiben lisst. Die rationalen Punkte der Einheitssphire S? = {(z,v,2) | 22 + y? + 22 = 1}
lassen sich durch die stereographische Projektion

2u 2v u?4+0v2 -1

Tyt Tyt Tttt
parametrisieren. Deshalb lassen sich alle sogn. primitiven pythagordischen Quadrupel
(a,b,c,d) € N4, die den Bedingungen a? + b2 + ¢ = d? und ggT(a,b,c) = 1 geniigen, durch
a=m2+n?2—-p2—q¢®2, b=2(m-q+n-p),c=2(Mn-q—m-p),d=m?+n?+p?+q>
prametrisieren. Weitere solche Quadrupel sind (2,2, 1, 3), (4,4,7,8),(2,6,9,11) und (1,4, 8,9).
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hingegen ist orthogonal, denn

Y o W

AT A=

~Nlw o NN

~Nlw N o

1 0 0
=l 010 |=4 47
00 1

~o NN Nw
N0 Njw o
N NIw NN

Man beachte, dass die Orthogonalitdt dieser Matrix besagt, dass ihre Spalten-
vektoren ein orthonormiertes 3-Bein bilden. O

Allgemein wird eine orthogonale Matrix A € O,,(R) das orthonormierte n-Bein

der Standardbasisvektoren €1, ..., €, in das orthonormierte n-Bein ihrer Spal-
tenvektoren d, ..., d, iiberfithren, fiir das also definitionsgeméiss
Lo 1 fallsi=j
(@i, dj) = { 0 fallsi#j

gilt. Umgekehrt ldsst sich jedes solche orthonormierte n-Bein zu einer orthogo-
nalen Matrix zusammengefassen.

Fasst man allgemeiner ein orthonormiertes k-Bein d1, . . ., di aus R™ spaltenweise
zur Matrix A zusammen, erhilt man eine Matrix A € R™* mit der Eigenschaft
AT . A = E;,. Diese Matrizen bilden die sogn. Stiefel-Mannigfaltigkeit

Virk={AeR" | AT . A=E} (k<n)

der k-Beine in R™. Thre Dimension ist (%) — ";k) = M Insbesondere
ist also V,, 1 = S"~! die (n — 1)-Sphére und V,, ,—1 = SO, (R) ist die spezielle
orthogonale Gruppe, weil jedes orthonormierte (n — 1)-Bein aus R™ auf genau
zwei Arten zu einem orthonormierten n-Bein erweitert werden kann, von denen
genau eines positiv orientiert ist. Weil dieses durch Drehung aus dem ortho-
normierten n-Bein der Standardbasisvektoren erhalten werden kann, beschreibt
die Lie-Gruppe SO, (R) genau die Drehungen von R™ bzw. der Sphire S"~1.
Schliesslich gilt V;, ,, = O, (R). Durch Weglassen von n-Beinen erhalten wir eine
Folge von surjektiven Abbildungen

0,(R) =Vyn = Vi1 = - = Vyg = Vipy = "1
zwischen den Stiefel-Mannigfaltigkeiten. Die Faser der Projektion V;, p11 — Vi

ist die Sphére S™F~1

Ein orthonormiertes k-Bein von Vektoren @y, ...,d; aus R™ ist immer linear
unabhéngig. Berechnet man néamlich das Skalarprodukt der Linearkombination

k
E mjaj =0
j=1

mit dem Vektor @;, filtern die Regeln fiir das Rechnen mit Skalarprodukten dank
der Orthonormalitéit der Vektoren des Systems den Koeffizienten x; heraus und
liefern die Beziehung z; = 0, was die Behauptung zeigt.

Umgekehrt ldsst sich jedes System linear unabhéngiger Vektoren dq,...,dx
aus R"™ so orthonormalisieren, dass ein orthonormiertes System von Vektoren
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Uy, ..., U aus R™ entsteht, die aber immer noch den selben Raum aufspannen.
Diese Vektoren definiert man rekursiv wie folgt:

. I
Uy ‘= a1
|1 |

Um ;41 rekursiv zu berechnen, projizieren wir zunéchst den gegebenen Vektor
@;+1 orthogonal auf den Unterraum U}, der von den bereits konstruiereten Ve-
koren 1, . .., u; aufgespannt wird und der mit dem von den gegebenen Vaktoren
di,...,a; aufgespannten Unterraum iibereinstimmt. Dann wéhlen wir fir ;44
die Differenz von @; 1 und dieser Orthogonalprojektion und erhalten durch Nor-
mieren den Vektor ;1. Diese Konstruktion macht #%;; orthogonal zum Raum
U; und kann formelméissig wie folgt beschrieben werden:

J

- " L o .
Wjt1 = G541 — Z<aj+1aul>ul7 Uj+1 = Ww]’+1
=1 gt
Beispiel. Die drei Vektoren in R*
1 -1 4
. 1 _ 4 . -2
a1 = 1 ) az = 4 ) 3 — 2
1 1 0

sind zwar linear unabhéngig, aber nicht orthonormiert. Der Orthonormierungs-
prozess liefert der Reihe nach die Vektoren

1 3
1
Lo 11l 2
ul = al e =
= 1
|a1| 2 1 5
1 3
1 5 1
-1 2 —3 —3
1 5 1
B N 2 || 2 _ 2
Wy = dy — (da, U1)U) = A =31 1 |= 5 ) Up = 1
2 2 2
_ 1 _5 _1
1 3 2 2
1 1
4 3 —3
-2 1 1
S L. D o- 9| 2 9 2
wy = a3 — (A3, u1)uy — (a3, Uz)tsz = 9 - 1 - (=2 1
2 2
1 _1
0 2 2
1
2 2
1
—2 . L -3
= ) Uz = T=—Ws =
) %] .
1
_9 -1
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Es ist leicht nachzurechnen, dass die drei Vektoren 7, ia, @3 orthonormiert sind.
Ferner spannt u; nach Konstruktion die selbe Gerade U; auf wie a;. Analog
spannen die beiden Vektoren w7, us die selbe Ebene Uy auf wie dq,ds und die
drei Vektoren 1,15, 3 spannen den selben Raum Ujs auf wie a4, ds,ds. Die
zugehorige Matrix

1 _1 1
2 2 2
1 1 _1

LS 2 2 2

A= (tUy,to,U3) =] 1 1 1 € Vs
2 2 2
11 _1
2 2 2
hat tatsiichlich die Eigenschaft AT - A = Ej. O

Orthogonale Matrizen werden in der &lteren Literatur vielfach als Koordina-
tentransformationen bezeichnet und koénnen geometrisch aus Drehungen und
Spiegelungen zusammengesetzt werden und hiangen deshalb eng mit den Kon-
gruenzabbildungen zusammen, die in der Schulgeometrie im Zentrum standen.

Beispiel. Aus der folgenden Untersuchung orthogonaler Matrizen folgt, dass
die orthogonale Matrix A des letzten Beispiels eine Faktorisierung der Form

3 2 6 16 13 4 2 _1 2
77 7 21 21 21 3 3 3
— _6 3 2 = _1 16 _ 8 1 2 2 —B.
A= 77 7 - 21 21 21 3 3 3 =B-C
2 6 _3 _8 4 19 2 2 _1
77 7 21 21 21 3 3 3

besitzt. Dabei sind die beiden Faktoren B und C wiederum orthogonal, wie man
leicht bestétigt. Sie kommutieren dank der Beziechung B-C = A = C - B bzw.
[B, C] = 0. Die beiden Wege im folgenden kommutativen Diagramm liefern also
das selbe Ergebnis.

C
RB RB

B| |B
R3 —— R3

C

Weil sie etwas einfacher zu verstehen sind, untersuchen wir nun die beiden or-
thgonalen Faktoren B und C' und verwenden dann die entwickelten Methoden
zur Untersuchung und zur Berechnung der angegebenen Faktorisierung von A.

Der zweite orthogonale Faktor

2 1 2
3 733 2 -1 2
_ 1 2 2 _
C=1-3 35 35 |[|=3| "1 2 2
2 2 1
3003 73 2 2 -l

wird sich als Spiegelung an der Ebene mit der Gleichung = + y — 2z = 0 ent-
puppen. Weil Ebenenspiegelungen die Orientierung umkehren, ist also das or-
thonormierte Dreibein der Spaltenvektoren von C' (von links nach rechts!) nega-
tiv orientiert. (Linksdreibein) Weil eine Ebenenspiegelung idempotent ist, gilt
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C? = F und damit ist C = C~! = CT, d.h. C muss insbesondere symmetrisch
sein.

Um die angegebene Gleichung der Spiegelebene zu finden, benétigen wir entwe-
der ihren Normalenvektor

1
a= 1
-2
oder zwei typische Vektoren
-1 2
_)1 = 1 s 172 = 0
0 1

mit denen die Spiegelebene aufgespannt werden kann und die daher orthogonal
zu @ sind. Wegen C-¥; = ¥; bleiben die beiden Vektoren ¥; unter der Spiegelung
C tatséichlich fix und wegen C' - @ = —ad wird der Vektor @ unter C in den
entgegengesetzten Vektor abgebildet.

Um nun diese beiden Vektoren aus der gegebenen Matrix C' zu bestimmen, 16sen
wir das Eigenwertproblem, d.h. wir suchen die nichttrvialen Losungen ¢ # 0 des
linearen, homogenen Gleichungssystems

C 7=\, (C—AE)- =0

Um ganzzahlig rechnen zu kénnen, multiplizieren wir diese Gleichung mit 3 und
suchen also nun die nichttrivialen Losungen des homogenen Gleichungssystem
(3C — 3AE) - ¥ = 0 mit der Koeffizientenmatrix!:

2-3x -1 2
(3C—3AE)=| -1 2-3\ 2
2 2 —1-3A

Um keine lastigen Fallunterscheidungen durchfithren zu miissen, vertauschen
wir die ersten beiden Zeilen

-1 2 -3\ 2

2 -3\ -1 2
2 2 —1-3X\

und addieren nun das (2—3\)-fache der ersten Zeile zur zweiten und das 2-fachen
der ersten zur dritten und erhalten die Matrix

-1 2 -3\ 2 -1 2 -3\ 2
0 3—12X+9X* 6-6X1 |, 0 1—4X+3X 2-2)
0 6 —6X 3-3X 0 2—2)\ 1—A

deren zweite und dritte Zeile wir durch 3 dividiert haben um mit betragsméssig
kleineren ganzen Zahlen weiterrechnen zu kénnen. Um weiterhin keine Fallun-
terscheidungen durchfiihren zu miissen, vertauschen wir nun die letzten beiden

10Um Schreibarbeit zu sparen, unterdriicken wir in Zukunft bei homogenen Systemen die
0-en auf der rechten Seite und arbeiten nur mit der Koeffizientenmatrix weiter.
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Zeilen und addieren dann das 3\-fache der zweiten Zeile zum 2-fachen der drit-
ten, was unbedenklich ist und die folgende Matrix liefert:

-1 2 -3\ 2 -1 2-3\ 2
0 2—2) 1-x |, 0 2-—2)\ 1—X
0 1—4X+3)\2 2—-2)\ 0 2—2\ 4—X—3)\2

Addieren wir nun das (—1)-fache der zweiten zur dritten Zeile und kiirzen die
dritte Zeile durch 3, erhalten wir eine Matrix S(A) in Dreiecksform.

~1 2-3x 2 -1 2-3x 2
0 2-2x 1-Xx |, SN=[ 0 2-2x 1-21
0 0  3—3x2 0 0 1-A2

Aus ihr entnehmen wir, dass das Gleichungssystem nur dann nicht triviale
Losungen haben kann, wenn A eine der beiden Gleichungen 2(1 — A) = 0 oder
1 — A2 = 0 erfiillt, d.h. eine der Nullstellen des kubischen Polynoms

FO)=21=X)-(1=X)=2(1-XA= X2+ )3

also einer beiden Werte A\; = 1 oder Ay = —1 ist. En passant beachten wir noch,
dass die Matrix C' Nullstelle dieses Polynoms ist, d.h. es gilt
f(e)y=0

WEeil es sich bei C' um eine Ebenenspiegelung handelt, die immer idempotent ist,
gilt sogar C% = F und daher ist C sogar Nullstelle des sogn. Minimalpolynoms

pe(N) =122

das wir aus obiger Stufenform auch ablesen kénnen.
Die beiden fiir A gefundenen Félle untersuchen wir nun separat.
1. Fall: A = 1. Dann lautet die gefundene Dreiecksmatrix
-1 -1 2
S(1) = 0 0 0
0o 0 0

und wir erkennen aus der ersten Gleichung die angegebene Koordinatenglei-
chung der Spiegelebene, aus der sich die beiden ebenfalls bereits angegebenen
Vektoren 7 und ¥ leicht erhalten lassen.

2. Fall: A = —1. Dann lautet die gefundene Dreiecksmatrix
-1 5 2 -1 5 2 -2 0 -1
S(—1) = 0 4 2 ], 0o 211, 0 2 1
0 0 O 0 0 0 0 0 O

wobel wir zunéchst die zweite Zeile durch 2 gekiirzt und dann das (—5)-fache
der zweiten Zeile zum 2-fachen der ersten addiert haben. Daraus entnehmen
wir, dass in diesem Fall als Losungen der Eigenwertgleichung nur die Vielfachen
des bereits angegebenen Vektor @ in Frage kommen.
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Selbstverstindlich lédsst sich aus der Kenntnis dieses Normalenvektors bzw. der
Koordinatengleichung der Spiegelebene die Matrix C' der Spiegelung berechnen.
Diese Ebenenspiegelung kann némlich durch die lineare Zuordnungsvorschrift

)

S

{#,

a
|al?

T—T—2

berechnet werden. Man erkennt leicht, dass dadurch der Vektor @ in den ent-
gegengesetzten Vektor —a iibergefithrt wird und jeder Vektor & L @ fix bleibt.
Diese lineare Abbildung kann durch die Matrix

2
|al?

beschrieben werden. Fiir den gefundenen Eigenvektor

1
a= 1 ) |_'|2_6
—2
ist tatséchlich
1 1
S; = Ez—-| 1 (11 =2)
3\ 2
100 1 =2 2 3 2
= lo0o10]|-5] 1 1 =2|=]|-% 2 2 |=cC
0 00 -2 -2 4 % % —%
die Matrix, von der wir ausgegangen sind.
Der erste orthogonale Faktor on obiger Faktorisierung
16 13 4
51 51 5T . 16 13 4
_ 11 16 8 —
B=| -5 § -5 | =5 | 11 16 -8
8 4 19

beschreibt im Gegensatz dazu eine Drehung um die punktweise fixe Drehachse

in Richtung des Vektors
1

a= 1
-2

der senkrecht auf der Spiegelebene steht. In der Tat ldsst B diesen Vektor a fix.
Daher ist die Spiegelebene der Spiegelung C' auch Drehebene der Drehung B.
Weil Drehungen die Orientierung erhalten, ist also das orthonormierte Dreibein
der Spaltenvektoren von B (von links nach rechts!) positiv orientiert. (Rechts-
dreibein)
Um den Vektor @ aus der gegebenen Matrix B zu bestimmen, 16sen wir diesmal
das Eigenwertproblem

B-7=\, (B-XE)-7=0
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Um auch hier wiederum ganzzahlig rechnen zu kénnen, multiplizieren wir diese
Gleichung mit 21 und suchen also nun die nichttrivialen Losungen des homoge-
nen Gleichungssystem (21B — 21AFE) - ¥ = 0 mit der Koeffizientenmatrix

16 —21x 13 4
(21B — 21)\E) = ~11  16—21n -8
-8 4 19 — 21X

Um keine ldstigen Fallunterscheidungen durchfithren zu miissen, vertauschen
wir die ersten beiden Zeilen

—11 16 — 21\ -8
16 — 21\ 13 4
-8 4 19 — 21\

Dann addieren dann das (16 —21\)-fache der ersten Zeile zum 11-fach der zwei-
ten Zeile und das (—8)-fache der ersten Zeile zum 11-fachen der dritten und
erhalten die Matrix

—11 16 — 21\ -8
0 399 — 672\ + 4412 —84 + 168\
0 —84 + 168\ 273 — 231\

Um mit betragsméissig kleineren ganzen Zahlen weiterrechnen zu kénnen, divi-
dieren wir ihre zweite und dritte Zeile durch 21.

—11 16 — 21X -8
0 19—322+21A2 —4+8\
0 —4 + 8\ 13 — 11X

Um weiterhin keine Fallunterscheidungen durchfithren zu miissen, haben wir
dann die die letzten beiden Zeilen vertauscht.

—11 16 — 21\ -8
0 —4 + 8\ 13 — 11X
0 19-—322+21A2 —4+8\

Nun addieren wir das (—21\)-fache der zweiten zum 8-fachen der dritten Zeile
und erhalten die Matrix

—11 16 — 21X -8

0 —4 48X\ 13— 11X
0 152 — 172X —32— 209\ + 231)\2

Addition des 43-fachen der zweiten Zeile zum 2-fachen der dritten liefert die
Matrix:

—11 16— 21X -8
0 —4 +8X 13— 11\
0 132 495 — 891\ + 4622

Um mit betragsméssig moglichst kleinen ganzen Zahlen weiterrechnen zu kénnen,
dividieren wir deren dritte Zeile durch 33.

—11 16— 21X -8
0 —4 + 8\ 13 —11A
0 4 15 — 27X\ + 14A2
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Um keine Fallunterscheidungen machen zu miissen, vertauschen wir nun die
letzten beiden Zeilen.

—11 16 — 21X -8
0 4 15 — 27X\ + 14)\2
0 —4+8X 13 — 11X

Addition des (1 — 2X)-fachen der zweiten Zeile zur dritten Zeile liefert die Drei-
ecksmatrix

—11 16 — 21X -8
0 4 15 — 27X + 14)2
0 0 28 — 68\ + 6812 — 283
deren dritte Zeile wir schliesslich noch durch 4 dividiert haben.
—11 16 — 21X -8
S(\) = 0 4 15 — 27X + 14)2
0 0 T—1TA+ 1722 —7)3

Aus ihr entnehmen wir, dass das Gleichungssystem nur dann nicht triviale
Losungen haben kann, wenn das Polynom

FO)=T—=1TA+1702 =723 = (1 — \) - (T — 10X + 7\?)

verschwindet. Das ist im Reellen nur fiir A = 1 der Fall. Wiederum stellen wir
wir fest, dass unsere Matrix B Nullstelle dieses Polynoms ist, d.h. es gilt

f(B) =0.

Daher miissen nichttriviale Vektoren ¥ existieren, fiir die B - ¢ = ¢ gilt. Um
die Menge all dieser Vektoren zu finden, untersuchen wir nun diesen Spezialfall
separat und l6sen das lineare Gleichungssystem fertig. Fiir A = 1 lautet die
gefundene Dreiecksmatrix

~11 -5 -8 11 -5 -8
s=| o 4 2 |, 0 2 1
0 0 0 0 0 0

wobei wir die zweite Zeile durch 2 gekiirzt haben. Addition des 5-fachen der
zweiten Zeile zum 2-fachen der ersten liefert schliesslich eine Matrix in reduzier-
ter Stufenform

—22 0 -11 2 0 1
0o 2 1 |, 02 1
0 0 0 00 0

deren erste Zeile wir noch durch (—11) gekiirzt haben. Daraus entnehmen wir,
dass in diesem Fall als Losungen der Eigenwertgleichung nur die Vielfachen des
angegebenen Vektors

in Frage kommen, so dass also die durch diesen Vektor aufgespannte Gerade
durch den Ursprung unter B fix bleiben muss. Weil es sich dabei um eine Fix-
punktgerade handelt, muss B eine eine Drehung beschreiben, deren Achse in



2.4. INVERSE MATRIX 105

Richtung von @ zeigt. Daraus bestimmt man nun leicht wie oben die Orthogo-
nalebene durch den Ursprung mit der Koordinatengleichung x +y — 2z = 0. Sie
wird beispielsweise durch die beiden Vektoren

-1 2
U = 1], va=1] 0
0 1

aufgespannt. Sie werden unter B in die Vektoren

1 -1 1 12
B'_»lz? 9 | =A-7, bzw. B-{;’Q:? —10 | = A -7y
4 1

iibergefithrt. Der Drehwinkel ist ihr Zwischenwinkel ¢ = Z(¢, B - 1) bzw.
@ = £L(Va, B - 1), fiir den wir

(0, A-75) _ 5 o

cos(p) = = IL=C, o =0.775=44.41

5] - |A-75] 7
erhalten.
Dank der angegebenen Faktorisierung A = B-C = C- B mit [B, C| = 0 erkennen
wir also nun, dass die urspriingliche orthogonale Matrix

3 2 ¢ X 3 2 6
A= —?%%:?—632
A 26 -3

als eine Drehspiegelung, bestehend aus der Drehung B um die Achse @ mit dem
Drehwinkel ¢, gefolgt von der Ebenenspiegelung C an der Normalenebene zu @
durch den Urspung. Weil Drehspiegelungen die Orientierung umkehren, ist also
das orthonormierte Dreibein der Spaltenvektoren von A (von links nach rechts!)
negativ orientiert. (Linksdreibein) In der Tat bildet auch A den Vektor @ in den
negativen Vektor A -d = —d ab und die beiden zu @ orthgonalen Vektoren v
und v, werden unter A in Vektoren A - v; und A - U5 um den Winkel ¢ gedreht,
die orthogonal zu @ sind.

Falls man die Achse @, die Spiegelebene, den Drehwinkel ¢ und die Faktori-
sierung A = B - C direkt aus der Matrix A bestimmen will, muss man das
Eigenwertproblem

A-T=X0, (A-=XE)-7=0
16sen. Um auch hier wieder ganzzahlig rechnen zu kénnen, multiplizieren wir
diese Gleichung mit 7 und suchen also nun die nichttrivialen Losungen des ho-
mogenen Gleichungssystem (7A — 7TAE) - ¥ = 0 mit der Koeffizientenmatrix

3—7A 2 6
(TA—7TAE)=| -6 3-7x 2
2 6  —3-7A

Um keine lastigen Fallunterscheidungen durchfithren zu miissen, vertauschen
wir auch hier die beiden ersten Zeilen.

-6 3-7A 2
3-TA 2 6
2 6 —3-T7A
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Nun addieren wir das (3 — 7A)-fache der ersten Zeile zum 6-fachen zweiten und
die erste Zeile zum 3-fachen dritten und erhalten die Matrix

—6 3—-T7A 2 —6 3-T7A 2
0 21— 42X +49)\% 42— 14X |, 0 3—6)A+7\2 6-—2\
0 21 —T7A —7—21A 0 3—-A —1-3X\

deren zweite und dritte Zeile wir durch 7 dividiert haben um mit betragsméssig
kleineren ganzen Zahlen weiterrechnen zu kénnen. Um weiterhin keine Fallun-
terscheidungen durchfithren zu miissen, vertauschen wir nun die letzten beiden
Zeilen und erhalten die Matrix

—6 3-TA 2
0 3—-A —1-3X\
0 3—6A+7\2 6-—2\

Addition des (7)\)-fachen der zweiten Zeile zu dritten ist unbedenklich und liefert
folgende Matrix:

—6  3—T\ 2 —6 3—T\ 2
0 3-2\ —1-3X , 0 3-X  —1-3\
0 34150 6—9\—21\2 0 145\ 2—3\—7\2

deren dritte Zeile wir noch durch 3 gekiirzt haben, um mit betragsmaissig mog-
lichst kleinen ganzen Zahlen weiterrechnen zu kénnen. Addition des 5-fachen
der zweiten Zeile zur dritten ist unbedenklich und liefert die Matrix

—6 3—-7A 2 —6 3—-7A 2
0 3-X —1—-3X , 0 16 —3 — 18X\ — 7\?
0 16 =3 — 18X\ — 7\? 0 3-X —1—-3X

deren letzte beiden Zeilen wir vertauscht haben, um keine Fallunterscheidungen
machen zu miissen. Addieren wir nun das (3 — A)-fache der zweiten zum (—16)-
fachen der dritten Zeile erhalten wir eine Matrix in Dreiecksform.

-6 3—T7A 2
S(\) = 0 16 —3_ 18X\ —T7)\2
0 0 T—3XA—3X24+7\3

Aus ihr entnehmen wir, dass das Gleichungssystem nur dann nicht triviale
Losungen haben kann, wenn das Polynom

FO)=T=3XA=3X2 47X\ = (1+A)- (T— 10\ +7A?)

verschwindet. Das ist im Reellen nur fiir A = —1 der Fall. Daher miissen nicht-
triviale Vektoren v existieren, fiir die A - ¥ = —¢ gilt. Um die Menge all dieser
Vektoren zu finden, untersuchen wir nun diesen Spezialfall separat und losen
das lineare Gleichungssystem fertig. Fiir A = —1 lautet die gefundene Dreiecks-
matrix

-6 10 2 -3 5 1
S(-1)=[ o 16 8 |, 0 2 1
0 0 0 0 00
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wobei wir die erste Zeile durch 3 und die zweite durch 8 gekiirzt haben. Addition
des (—5)-fachen der zweiten Zeile zum 2-fachen der ersten liefert schliesslich eine
Matrix in reduzierter Stufenform

-6 0 -3 2 0 1
0o 2 1 |, 021
0 0 0 00 0

deren erste Zeile wir noch durch (—3) gekiirzt haben. Daraus entnehmen wir,
dass in diesem Fall als Losungen der Eigenwertgleichung nur die Vielfachen des
angegebenen Vektors

in Frage kommen, so dass also die durch diesen Vektor aufgespannte Gerade
durch den Ursprung unter A fix bleiben muss. Weil es sich dabei allerdings nur
um eine Fixgerade und nicht um eine Fixpunktgerade handelt, muss A eine
Ebenenspiegelung oder eine Drehspiegelung beschreiben, deren Normelenvek-
tor der Spiegelebene in Richtung von a zeigt. Daraus bestimmt man nun leicht
wie oben die orthogonale Spiegelebene durch den Ursprung mit der Koordina-
tengleichung = + y — 2z = 0 und bestétigt mit Hilfe eines der aufsspannenden
Vektoren ¢ oder v, dass es sich tatsdchlich um eine Drehspiegelung handeln
muss und bestimmt den Drehwinkel ¢ = Z(¢7, A - 07).

Die an diesem Beispiel beobachteten Sachverhalte gelten allgemein. Tatséchlich
lidsst sich mit der besprochenen Methode jede orthogonale Matrix A € O3(R) mit
Hilfe der Losung des zugehorigen Eigenwertproblems in ein Produkt A = B - C
einer Drehung B und ev. einer Ebenenspiegelung C' zerlegen. Weil die Drehachse
dabei sogar orthogonal zur Spiegelebene gewéhlt werden kann, gilt [B,C] = 0
und bei A handelt es sich, je nach vorhandenen reellen Eigenwerten um eine
Ebenenspiegelung (A = £1), eine Drehung (A = 1) oder um eine Drehspiegelung
(A=-1).

Eine analoge Klassifizierung der orthogonalen Matrizen findet man auch in
hoheren Dimensionen, benutzt aber dazu besser die komplexen Zahlen. O

Das folgende Resultat besagt, dass orthogonale Matrizen unter Multiplikation
und unter Bildung von Inversen abgeschlossen sind.

Satz. Fiir Matrizen aus R™" gilt:
1. Die Einheitsmatrix F,, ist orthogonal.
2. Zu orthogonalen Matrizen A, B ist das Produkt A - B orthogonal.
3. Fiir eine orthogonale Matrix A ist die inverse Matrix A~! orthogonal.

Man driickt diesen Satz so aus, dass man sagt, O, (R) sei eine Untergruppe der
Gruppe der invertierbaren Matrizen Gl,, (R).

Beweis. Die erste Aussage folgt aus den Bedingung E,, - E, und EI' = E,,.

Fiir den Beweis der zweite Aussage miissen wir iiberlegen, ob die Gleichung
(A-B)T-(A-B) = E = (A-B)-(A-B)T gilt. Aus den Rechenregeln fiir Matrizen
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folgt aber (A-B)T - (A-B)=(BT-AT).(A-B)=BT -E-B=BT .B=E.
Die andere Gleichung beweist man analog.

Um die letzte Aussage einzusehen, iiberlegt man sich, dass die transponierte
Matrix einer orthogonalen Matrix erneut orthogonal ist. Dies folgt aus der Glei-
chung (AT)T . AT = E = AT . (AT)T. Fiir orthogonale Matrizen stimmen aber
Transponierte und Inverse iiberein. O

Orthogonale Abbildungen spielen in der Geometrie eine wichtige Rolle, weil
mit ihnen die Kongruenzabbildungen, d.h. die moglichen Bewegungen eines
Euklid’schen Raumes (R™, (—, —)) beschrieben werden. Die Adjunktion nimmt
namlich fiir eine orthogonale Matrix A die Form

(AT - A-Z,9) = (A%, A- ) = (Z,9)

an, aus der hervorgeht, dass orthogonale Abbildungen das Skalarprodukt (und
damit alle damit ausdriickbaren metrischen Eigenschaften wie Langen, Winkel,
Volumina) erhalten. Der Speziallfall & = ¥ liefert fiir alle Vektoren die Langen-
erhaltung

|A-Z> =(A-Z,A- %) = (Z,%) = |Z|
Aus ihr folgt also, dass sich unter orthogonalen Abbildungen die Lingen von
Vektoren nicht d&ndern.

Umgekehrt muss eine ldngentreue lineare Abbildung automatisch orthogonal
sein. Fiir zwei beliebige Vektoren & und ¢ gilt ndmlich dank der ersten Binomi-
schen Formel des Skalarproduktes

|7+ g1* = |27 + g1” + 2(,7)
und wegen der Linearitét entsprechend
A-@+PP=A-T+A G2 =4+ |A-J>+2(A-T, A7)

Aus der Lingentreue von A folgt also, dass unter A das Skalarprodukt erhalten
bleibt und wegen der Adjuktion die Bedingung

(Z,5) = (A-Z, A7) = (AT - A- 3, 7).

Dank der Nichtdegeneriertheit des Skalarproduktes folgt also, dass A orthogonal
sein muss.

Falls zu einer orthogonaler Matrix A ein Eigenvektor ¥ existiert mit A - ¥ = At
so gilt dank der Léngentreue

U = A = M = 62 (o]

d.h. A2 = 1. Reelle Eigenwerte orthogonaler Matrizen miissen also %1 sein.

Das Skalarprodukt und die Orthogonalitdt haben neben der geometrischen auch
algebraische und numerische Bedeutung, weil mit ihnen lineare Probleme spe-
ziell effizient und stabil gelost werden kénnen.

Aus diesen Sitzen folgt, dass die Menge der orthogonalen Matrizen eine Un-
tergruppe O,(R) C Gl,(R) ist. Es handelt sich um eine weitere (kompakte)
Lie-Gruppe. Ihr Tangentialraum an E ist ebenfalls die Lie-Algebra so(n, R) der



2.5. POTENZEN 109

antisymmetrischen Matrizen und ihre Dimension ist % Ein Blick auf diese
Dimensionen zeigt die interessante Tatsache

n ‘ 1
dim(O,(R)) | 0

2 3 4 5
1 3 6 10

dass sich die Dimension 3 unseres Anschauungsraumes dadurch auszeichnet,
dass nur gerade dort Raumdimension und Dimension der orthogonalen Gruppe

(Kongruenzabbildungen) iibereinstimmen. Dieser Artefakt hat einige Uberra-
schungen und einige Irrtiimer zur Folge.

2.5 Potenzen

Viele Anwendungen der Matrizenrechnung im Umkreis dynamischer Systeme
fiihren auf Potenzen einer quadratischen Matrix A. Thre Potenzen definieren
wir, genau wie bei den Skalaren, rekursiv.

Definition. Fiir eine quadratische Matrix A und eine natiirliche Zahl £k € N
definieren wir die Potenzen A*:

A° E
Ak+1 — A-Ak

Wie bei den Skalaren, ist es verniinftig, die Inverse A~! als Potenz mit ne-
gativem Exponenten zu interpretieren, falls sie existiert. Damit sind dann fiir
invertierbare Matrizen durch A=% = (A~!)¥ Potenzen fiir beliebige ganzzahlige
Exponenten erklart.

Beispiel. Die quadratische Matrix A = < i (2) > hat die Potenzen

oo (E)()-(22)
e (E) (1))
(-

Interpretieren wir die Matrix A € N™" wie jede quadratische Matrix mit
natiirlichen Zahlen als Elemente, als Adjazenzmatrix des zugehorigen gerich-

teten Graphen

indem wir vom Knoten i zum Knoten j genau aj; Kanten zeichnen, so beschrei-
ben die Elemente der Potenzen A* die Anzahl Wege der Liinge genau & in diesem
Graphen. In obigem Graphen gibt es also genau 6 geschlossene Wege der Lange
4 vom Knoten 2 zu sich selber zuriick. Diese Schleifen werden gegeben durch

2—1—1—1—72, 2—1—2—1—72,
2—1—2-->1—72, 2-»1—1—1-—72,
2--51—2—1—72, 2--51—2--21—2.
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Diese Interpretation durch Pfade hétte eine weitere Motivation fiir das Ma-
trizenprodukt geliefert und hat seinerzeit am Anfang der Quantenmechanik,
die damals noch Matrizenmechanik hiess, eine zentrale Rolle gespielt. Die Ma-
trizenelemente dienen dort dazu, die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen
Quantenzustinden zu beschreiben.

Auch die Matrizenaddition ldsst sich mit Hilfe der Anzahl von Pfaden inter-
pretieren. Interessiert man sich ndmlich im Beispiel fiir die geschlossenen Pfade
des Knotens 2, deren Liange hochstens 4 betragt, so kommen zu den bereits be-
stimmten der genauen Léinge 4 noch jene der Linge 1, 2 und 3 dazu. Sie werden
durch die Elemente der Summe

4
_ 2 3 4_ k:_ 20 20
S(4)=A+ A%+ A%+ A —’;A —<1o 10>

gezihlt. Wegen S(4)22 = 10 sollte der Knoten 2 des Graph neben den bereits
aufgelisteten 6 Schleifen der exakten Lénge 4 noch vier kiirzere Schleifen haben.
Man findet sie in der folgenden Tabelle aufgelistet:

1 2 3
f|2—1—02|2—1—1—2
2-21—02|2--31—1—72

Lénge

Ebenso leicht findet man die S(4)y; = 10 Wege der Léinge hochstens 4 vom
Knoten 1 zum Knoten 2 dieses Graphen.

Die vorliegende Matrix A ist invertierbar und ihre Inverse hat die Potenzen

1/0 2 1 2 -2 1/ -2 6
-1 _ = -2 _ = -3 _ =
4 _2<1—1>’ 4 4(—1 3)’ 4 8( 3—5)'

Man beachte, dass wie beim Rechnen mit Zahlen, Invertieren und Potenzieren
vertauschbar sind. Selbstverstéindlich spielt die Reihenfolge der beiden Faktoren
beim Potenzieren wegen des Assoziativgesetzes keine Rolle. O

Fiir das Rechnen mit Matrizenpotenzen gelten die iiblichen Potenzgesetze.

Satz. Fiir eine quadratische Matrix A erfiillt die Matrizenpotenz folgende Funk-
tionalgleichungen.

e Potenzgesetze: Fiir r, s € Z gilt:

20. A7 A% = ATt
21, (AT)" = A
22. (A"~ =(A7Y)

Diese Gesetze lassen sich leicht mit Hilfe der rekursiven Definition und der
Definition der Inversen begriinden. Es gilt aber im allgemeinen

(A-B)" # A™. B"

weil ja Matrizen in der Regel nicht kommutieren.
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Zur Berechnung der Potenz A* werden auf die naive Art (k — 1) Matrixmul-
tiplikationen benotigt, weil durch wiederholte Multiplikation mit A sukzessive
die Potenzen A% A%, ... A* berechnet werden miissen. Obwohl der Aufwand
also linear mit dem Exponenten wéchst, kann er schnell unertréaglich gross wer-
den, weil die Berechnung jedes einzelnen Produktes bei grossen Matrizen einen
erheblichen Aufwand erfordert.

Wegen der grossen praktischen Bedeutung der Matrizenpotenzen beschreiben
wir jetzt ein Verfahren zur schnellen numerischen Berechnung der Potenz AF.
Dieses Verfahren und Varianten davon spielen an diversen Orten — etwa in der
Kryptographie — eine Rolle.

Wir gehen von der Bindrentwicklung der natiirlichen Zahl k aus. Es gilt
k=> b2, bj€Lyb, =1

Die Koeflizienten b; sind also entweder 0 oder 1 und n + 1 ist die Anzahl der
Binérstellen (Binirlinge) der natiirlichen Zahl k. Damit erhalten wir fiir die
gesuchte Potenz:

n 0J n J . 0 1 2 k
Ak — A(ijobj2):H(A2 )b]:(A2 )b0~(A2 )b1~(A2 )b2~~-(A2 )bn
j=0

— I1 AY

0<j<n,b;=1
Diese Formel liefert eine einfache Idee zur Berechnung von Potenzen.

1. Man berechne die sukzessiven Quadrate A2’ fiir 0 < j < n.

2. Bestimme A* als Produkt derjenigen A2j, fiir die b; = 1 ist.

Aus den Potenzgesetzen folgt die Verdoppelungsformel A%* = (Ak)2 = Ak . AF
und daraus die Identitat ‘ )

AT (A2])2
mit deren Hilfe A2 aus A%’ mittels einer Quadrierung berechnet werden kann.

Wir erldutern dieses Verfahren an einem Beispiel, das zeigt, dass der Algorith-
mus viel effizienter ist, als die naive Multiplikationsmethode.

1 2 ..
10 > suchen wir die

Potenz A*!. Die Bindrentwicklung des Exponenten lautet

Beispiel. Fiir die oben bereits benutzte Matrix A = (

41 =32+8+1=2°%+2%+29=1010015.

Nun berechnen wir sukzessive Quadrate
2 (3 2
A7 = ( 1 2

4 2\2 227 ].]. ].O
A = (422 =4 _(5 6)



112 KAPITEL 2. MATRIZENALGEBRA

22 o8 (171 170
A= (T) =40 :( 85 86 )

16 /4252 40t [ 43/691 43/690
AP =(4%) =4 (21’845 21'846

s oz s [ 2863311531 2/863'311'530
AT = (A ) =47 = ( 1'431'655'765 1'431'655'766
Fiir die gesuchte Matrix gilt 441 = A-A2°. 42" Multiplikation liefert die gesuchte
Potenz
A4 _ 1/466'015'503'701  1'466'015'503'702
o 733'007'751'851 733'007"751'850

Wir haben also insgesamt 5 Quadrierungen und zwei Multiplikationen statt der
naiven 40 Multiplikationen bendétigt. Selbstverstédndlich werden die involvierten
Zahlen immer grosser. Deshalb verwendet man in den technischen Anwendungen
oft Skalare aus einem endliche Korper. O

Im schlechtestens Fall besteht die Bindrdarstellung des Exponenten k aus lauter
1 und dann ist £k = 2" — 1 bzw. n = logy(k + 1). In diesem Fall sind mit diesem
Algorithmus insgesamt n — 1 Quadrierungen und n — 1 Multiplikationen d.h
insgesamt 2n — 2 = 2log,(k+ 1) — 2 Multiplikationen statt der k& —1 erforderlich.

Fiir praktische Zwecke ist das beschriebene Verdoppelungsverfahren bequem,
weil es leicht zu programmieren ist, wie das folgende Fragment zeigt:

function matrixpotenz(A:Matrix, k:integer): matrix;
var P: Matrix; m: integer;

begin
if £ = 0 then return F; end;
P:=A;
for m:=bitlength(k)-2 to 0 by -1 do
P :=PxP;
if bittest(k,m) then
P:=PxA;
end;
end;
return P;
end.

Die Schleife wird wird der Reihe nach fir m =n—1,n—2,---1,0 d.h. insgesamt
bitlength(k) = n + 1 mal durchlaufen. Die Funktion bittest (k,m) testet, ob
in der Bindrdarstellung des Exponenten k die Ziffer b; = 1 ist. Daher sind in je-
dem Schritt héchstens 2 Multiplikationen nétig, so dass also dieser Algorithmus
tatséichlich nur O(log,(k)) Multiplikationen benétigt.

Um den zu Grunde liegenden Algorithmus etwas genauer zu verstehen und
um uns von seiner Korrektheit zu iiberzeugen, definieren wir zur vektoriellen
Binardarstellung des Exponenten

k= (bubn_1...bibo), =Y b2, b; € Ly, by =1
j=0
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die approximierende Folge

n

Fm = (bubn—1.. bmsrbm), = b2/, 0<m<n

j=m
Es ist k, = 1 und kg = k sowie

- 2kmy1 +1 falls b, =1
m 2kma1 falls b,, = 0

Daher gilt mit Hilfe der Verdoppelungsformeln

2
) A2kt (Akm+1) A falls by, =1
A = 2
A2k7n+1 — (Ak7n+1) faHS bm = O

Damit kann man also aus A*m+1 die Matrix A*~ berechnen und man erhilt
durch absteigende Iteration iiber m =n —1,...,0 in n Schritten aus A*» = A
die gesuchte Matrix Ao = Ak,

Beispiel. Um A'%° zu berechnen, gehen wir von der Bindrdarstellung
100 = 64 + 32 + 4 = (1100100),

aus. Hier ist n = 6 und wir erhalten die approximierende Folge

ke =1 ks = (1100)2 =2ky =12

ks = (11)2 =2ks+1=3| ks = (11001)2 =2ks+1=25

ky = (110)g = 2k5 =6 k1 = (110010)9 = 2k = 50
ko = (1100100)2 = 2k = 100

Mit Hilfe der Verdoppelungsformeln berechnen wir die folgenden Matrizen:

m bim AFm
Ak = A

(=2}

o
[«
I

—

5 | bs=1 Ak5:A2k6+1:A2k6-A:(Ak6)2~A:A2-A=A3

2 2
4| by=0 | Ak = A% = (ak)" = (42)" = a0
3 | by =0 Aks = A%k = (Ak4)2 - <A6>2 — Al

2 2

2 by =1 Abe = a2ett = p%s g (aks) A= (A12)7 A = A%
1 | by =0 Ak = A2k — (Ak2)2 _ (A25>2 — 450
0 |bo=0| Ak = A2 — (Ak1>2 _ (A50)2 — 4100

Tatséchlich lisst sich also A% durch 6 Quadrierungen und 2 Multiplikationen
d.h. insgeseamt (jurch28 Matrizenprodukte berechnen, wie es die Faktorisierung
AT00 — A7, 427 . A2 = AB%. A32. A* erwarten lisst. O



114 KAPITEL 2. MATRIZENALGEBRA

Fiir konkrete Fille gibt es sogar noch schnellere Exponentiationsalgorithmen, als
das beschriebene Verdoppelungsverfahren. Als Beispiel betrachte man die Be-
rechnung von A'®. Mit dem Verdoppelungsverfahren sind wegen der Bindrdar-
stellung 15 = (1111)3 und der zugehorigen Faktorisierung

A15:A~A2~A22-A23

3 Quadrierungen und 3 Multiplikationen d.h. insgesamt 6 Multiplikationen er-
forderlich. Nun lésst sich die Matrix X = A3 = A% . A mit Hilfe von 1 Quadrie-
rung und 1 Multiplikation berechnen. Daraus gewinnt man die gesuchte Potenz
A = X5 = X - X?° mit Hilfe von 2 Quadrierungen und 1 Multiplikation.
Insgesamt sind also in diesem Fall nur 5 Multiplikationen erforderlich. Das Pro-
blem, eine Potenz A* auf moglichst effiziente Weise zu berechnen, ist erstaunlich
kompliziert. Wir verweisen den Leser auf die Literatur [?].

Das beschriebene Verdoppelungsverfahren lédsst zur numerischen Berechnung
von Matrizenpotenzen kaum Wiinsche offen. Vom konzeptionellen Standpunkt
liefert es, wie die meisten Verfahren der Numerik, jedoch keine Einsichten. Wir
wollen uns deshalb um Verfahren kiimmern, mit denen sich die Matrizenpoten-
zen explizit durch elementare Formeln beschreiben lassen. Entscheidend dabei
wird sein, dass sich hohe Potenzen einer quadratischen Matrix A € R™" mit Hil-
fe von Matrizenpotenzen von niedrigerem Grad linear kombinieren lassen. Dass
dies moglich sein muss, folgt aus der Tatsache, dass die Menge dieser Matrizen
einen Vektorraum der Dimension n? bilden, in dem also die n? + 1 Elemente

E,A A% .. A"
linear abhéngig sind und daher eine normierte polynomiale Gleichung der Form
a0E + aiA+asA2 + - 4 a,e AT AY =0

existieren muss. Erstaunlicherweise geniigen aber dazu bereits Polynome von
viel kleinerem Grad — ndmlich von hoéchstens Grad n. Wir werden sehen, dass
das das normierte Polynom kleinsten Grades mit dieser Eigenschaft — das sogn.
Minimalpolynom von A — interessante Information iiber die Matrix A enthilt.

Beispiel. In unserem numerischen Beispiel
1 2
(1)
sollte es also eine Linearkombination der Form A? = agE + a1 A geben. Es ist
_ 1o L2\ _[a+a 2a

aOE+a1AaO<O 1)+a1<1 0>< ay a0>

3 2

1 2
Um die beiden Koeffizienten ag und a; zu bestimmen, vergleichen wir in diesem
Ansatz die Koeffizienten und erhalten das zugehorige lineare Gleichungssystem

A2

Qg = 2
a; = 1

ap+ a1 = 3
2@1 = 2
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Es hat erstaunlicherweise eine Losung, die in unserem Beispiel sogar noch ein-
deutig bestimmt ist! Sie lautet ag = 2, a; = 1. Daher ergibt sich fiir die gesuchte
Linearkombination die charakteristische Gleichung

A% =2F + A, —2E - A+ A*=0
Fiir die Matrix A spielt also die charakteristische Gleichung
xa(\) =detAE—A)=-2-A+X=0  bzw. AN =2+2)
eine zentrale Rolle. Das zugehorige charakteristische Polynom
xA(\) =det(\E — A) = —2 — A+ \?

besitzt die Matrix A als Nullstelle, weil wir soeben gesehen haben, dass die
charakteristische Gleichung

xa(A)=—2FE—-A4+A*=0  bzw. A?=2E+ A

gilt. Es handelt sich sogar um die einfachste Gleichung dieser Art und dank der
Normierung ist sie eindeutig bestimmt. O

Nach einem fundamentale Resultat von Cayley-Hamilton ist jede quadratische
Matrix A € R™" Nullstelle eines gewissen normierte Polynoms vom Grad n. Es
wird als charakteristische Polynom

Xa(A) = det(A\E — A) € R[]
von A bezeichnet.

Satz. Jede quadratische Matrix A € R™™ erfiillt ihr normiertes, charakteristi-
sches Polynom x4 (\) vom Grad n. Es gilt also x4(A) = 0.

Wir werden diesen iiberraschenden Satz hier nicht beweisen, da sein Beweis et-
was heikel ist. Weil es in den Lehrbiichern weit verbreitet ist, werden wir das
charakteristische Polynom von A gelegentlich benutzen. In der Tat interessiert
man sich aber gar nicht fiir das charakteristische Polynom von A, sondern prézi-
ser fiir das eindeutig bestimmte normierte Polynom kleinsten Grades, das A als
Nullstelle hat, d.h.fiir das Minimalpolynom von A.

Definition. Das Minimalpolynom der Matrix A ist das normierte'’ Polynom
1a(N) kleinsten Grades, fiir das pa(A) = 0 gilt.

Um zu sehen, dass das Minimalpolynom tatséchlich im allgemeinen echt kleine-
ren Grad als das charakteristische Polynom haben kann, betrachten wir folgen-

des enfaches Beispiel.
2 0
=(52)

hat das charakteristische Polynom
xa(\) =det(A — A) = A2 — 4\ +4 = (A —2)%.

Beispiel. Die Diagonalmatrix

11 Sein Leitkoeffizient ist 1 und daher ist insbesonder p # 0.
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Es ist normiert, vom Grad 2 und es gilt xa(A) = 0, wie man mit Hilfe der
charakteristischen Gleichung A? = 4A — 4F leicht bestiitigt.

Es ist aber ebenfalls leicht zu sehen, dass das Polynom pa(A) = A — 2 auch
normiert ist und die Eigenschaft p4(A) = 0 hat, da tatséichlich A —4F = 0 gilt.
Sein Grad ist jedoch deg(p) = 1 < 2. Weil es kein solches Polynom von noch
kleineren Grades geben kann, muss

pa(A) =A—1

das Minimalpolynom von A sein und es stimmt nicht mit dem charakteristischen
Polynom {iberein.

Der Ansatz als Linearkombination kleinerer Potenzen nach obigem Muster

(10 2 0\ _ (a+2a 0
“OE+“1A_“°(0 1)*‘“(0 2)‘( 0 a0—|—2a1)

(o)

liefert fiir die beiden Koeffizienten ag und a; die lineare Gleichung ag + 2a; = 4.

Thre Losungsmenge
ap o 4 +r —2
ai o 0 1

ist nicht eindeutig bestimmt, sondern 1-dimensional. Insbesondere liefert die
Wahl » = 4 den Werten a9 = —4 und a; = 4, was den Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms entspricht. Fiir » = 2 hingegen erhalten wir die
Werte ag = 0 und a; = 2, was der Linearkombination

A2

A% =924

entspricht. Aus ihr ergibt sich durch Kiirzen der invertierbaren Matrix A die
einfachere Gleichung ersten Grades.

A=2F, bzw. A—2E =0
Sie entspricht dem gefundenen Minimalpolynom p(A) = A — 2. O

Beispiel. Die Matrix
1 10
A= 0 1 0
0 0 1

hat das kubische Polynom ya(\) = A> —3X\% + 3\ — 1 = (A — 1)? als charak-
teristisches Polynom. Weil die Matrix A aber auch Nullstelle des normierten
Polynoms pi4(A) = (A — 1) = A2 — 2\ + 1 vom Grad 2 ist und nicht Nullstelle
eines normierten Polynoms vom Grad 1 sein kann, da es sich bei A nicht um

das Vielfache der Einheitsmatrix handelt, muss sie das Minimalpolynom g4 ()
haben. O

Beispiel. Die vier Matrizen

2 000 21 00 2 000 21 00
02 00 0 2 00 0 210 0 210
00 2 0|’ 00 2 1| 00 2 1} 00 2 1
0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 2
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haben alle das charakteristische Polynom y4(\) = (A — 2)*. Thre Minimalpoly-
nome sind (A —2), (A —2)%, (A — 2)3, (A — 2)* und damit verschieden. O

Auf Grund dieser Beispiele vermutet man zu recht, dass das Minimalpolynom
1a(A) € R[A] der Matrix A ein Teiler des charakteristischen Polynoms () sein
muss. Dividieren wir nédmlich das charakteristische Polynom durch das Mini-
malpolynom, erhalten wir die Beziechung

Xx=¢q-p+r,  deg(r) < deg(u)

Setzen wir die Matrix A in diese Beziehung ein, erhalten wir nach dem Satz von
Cayley-Hamilton

0=x(A4) =q(A) - u(A) +7r(A),  deg(r) < deg(n)
Wegen p(A) = 0 muss r(A) = 0 sein, was nur dann der Definition des Minimal-
polynoms nicht widerspricht, wenn r = 0 und daher x = ¢ - p ist.
Die Nullstellen des Minimalpolynoms, die man aus seiner Faktorisierung

k

pa() =IO =r)m™

i=1

ablesen kann, spielen eine zentrale Rolle im Zusammenhang mit der Matrix
A, wie wir sehen werden. Man nennt eine solche Nullstelle einen Eigenwert \;
von A und bezeichnet m; als seine Vielfachheit. Wir werden spéter ein Verfah-
ren zur Berechnung des Minimalpolynoms beschreiben. Das Minimalpolynom
enthilt sehr viel Information iiber die Matrix A. Es charakterisiert (und nicht
das charakteristische Polynom!) das Verhalten der Matrizenpotenzen und der
dynamischen Systeme und ist deshalb fiir die Anwendungen von zentraler Be-
deutung.

Mit Hilfe einer polynomialen Gleichung von A vom Grad k lassen sich alle
Potenzen von A rekursiv als Linearkombination der Matrizenpotenzen A* von
kleinerem Grad 0 < j < k — 1 ausdriicken.

Beispiel. In unserem numerischen Beispiel
(1)
lassen sich dank der bestimmten charakteristischen Gleichung
A?=2E+ A
alle Potenzen von A als Linearkombination von E und A ausdriicken. Es ist
AP =2 B+ ypA, k>0

mit den rekursiv berechneten konkreten Werten

AY = 1F + 04
A = 0E + 14
A2 = 2E + 14
AP = 2E + 34
A* = 6E + 54
A® = 10E + 114
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Offenbar bilden die Koeffizienten xj und y; gewisse Zahlenfolgen

k|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
e |1 0 2 2 6 10 22 42 86 170
y. |0 1 1 3 5 11 21 43 85 171

Um fiir diese beiden Zahlenfolgen eine rekursive Beschreibung zu finden, die
man in diesem einfach Beispiel leicht erraten kann, benutzen wir die Rekursion
der Potenzen und erhalten

AkJrl = A. Ak =A- (ijE + ykA) = a:kA =+ ykA2 = .T,‘kA + yk(A =+ QE)
= 2y B+ (o +yr)A

Daraus und aus der Linearkombination A¥t! = Tr+1F + yr+1A4 lesen wir durch
Koeffizientenvergleich das System von gekoppelten linearen Differenzengleichun-
gen
{ L1 = 2y zo=1,9=0
Y1 = Tkt Yk
ab. Dieses System ldsst sich matriziell formulieren. Definiert man den Zustand
y(k) und die Matrix B durch

=) = (1)

so ldsst sich dieses System in der Form
ylk+1) = B-y(k)

beschreiben. Man beachte, dass die gefundene Matrix B eine einfache Struktur
hat und sich sofort aus dem charakteristischen Polynom

xa(A) = —2 -+ N

von A ablesen ldsst. Ihre letzte Spalte besteht aus den negativen Koeffizienten
des charakteristischen Polynoms y 4(\) von A und ihre restlichen Spalten beste-
hen aus den Standardbasisvektoren mit Ausnahme von €;. Wir werden solche
Matrizen als transponierte Begleitermatrizen des charakteristischen Polynoms
bezeichnen, d.h. es gilt jeweils

B = B(xa(\)"

Durch Elimination je einer Variablen erhalten wir entkoppelte lineare Rekursions-
gleichungen
Thy2 = Tht1 + 2Tk, zg=1,21 =0

und
Yk+2 = Yk+1 + 2k, Yo =0,y1 =1

in denen jede Folge einzeln vorkommt dafiir aber die Rekursion zweiter Ordnung
ist. Man beachte, dass die Struktur der beiden Rekursionsgleichungen iiberein-
stimmt und sie sich sofort aus dem charakteristischen Polynom der Matrix A
ablesen lassen. Die beiden Folgen unterscheiden sich also einzig in ihren An-
fangsbedingungen, fiir die man die Einheitsvektoren benutzen kann.
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Mit Hilfe dieser Rekursionsgleichungen lassen sich die Koeffizienten berechnen.
In unserem Beispiel ist

x41 = 733'007'751'850, ya1 = 733'007'751'851

Damit erhalten wir fiir die Potenz A*' = 24 E + yn A die bereits mit dem
Verdoppelungsverfahren berechnete Matrix

441 _ 1'466'015'503'701  1’466'015'503'702
o 733'007'751’851  733/007'751'850

Mit den gleich zu besprechenden Methoden werden wir sehen, dass sich diese
beiden Folgen sogar explizit durch die Formeln

L p, 2 k I 1 k
m=g 2 S =g 2b o2 ()
beschreiben lassen, wie man durch Einsetzen in die Rekursionsgleichungen und
der Anfangsbedingungen leicht verifiziert. Wir werden gleich besprechen, wie
man diese Formeln systematisch produzieren kann, beachten aber schon jetzt,
dass es sich um Linearkombinationen der Potenzen der beiden Zahlen \; = 2
und A9 = —1 handelt, die Losungen der charakteristischen Gleichung

Xa(A) ==2-A+X=0=(A-2)-(A+1)

sind.

Damit erhalten wir fiir gesuchte Matrizenpotenz die explizite Beschreibung

ko o 1 0 1 2 - Tr+ Yk 2k
A = xkE—&—ykA—xk(O 1 + Yk 10 = - oh

12284+ (-1k 2.28 2. (—1)k

B 3< 2k — (—1)k 2’f+2-(—1)k>

Der Leser moge diese Beziehung zunéchst an einigen der bereits berechneten
Potenzen kontrollieren und insbesondere durch Einsetzen von k = 41 den friiher
gefundenen Wert

A4 _ 1'466'015'503'701  1’466'015'503'702
B 733'007'751'851 733'007"751'850

bestdtigen. Weil die Matrix A invertierbar ist, liefert die Formel fiir £k = —1

auch die Inverse
1 0o -2
-1+
A= ( -1 1 )

Mit Hilfe der expliziten Formel sind also zum Berechnen der Potenzen von A
nur noch elementare Formeln auszuwerten und das Langzeitverhalten der Ma-
trizenpotenzen ist sehr gut erkennbar.

Zur Kontrolle soll der Leser nun die gefundene explizite Formel fiir A* durch
Einsetzen in die rekursive Definition der Matrizenpotenz A**1 = A . AF veri-
fizieren. Kontrolliert er dann noch die Anfangsbedingung A° = E, so gilt die
Formel allgemein, d.h. fiir beliebige Potenzen k € N. O
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Ist man also bereit, von den ganzen Zahlen auf reelle und spéter auf komple-
xe Zahlen auszuweichen, die als Losungen polynomialer Gleichungen auftreten
konnen, kann man Matrizenpotenzen sogar mit Hilfe expliziter Formeln berech-
nen. Wir werden nun ein etwas anderes Vorgehen zur expliziten Berechnung
von AF beschreiben, das Methoden erfordert, die unabhiingig vom Problem,
Matrizenpotenzen zu berechnen, eine zentrale Rolle spielen.

Beispiel. Um in unserem Beispiel A eine explizite Beschreibung der Potenz A*
zu finden, bendtigen wir die skalaren Losungen der charakteristischen Gleichung

xaA)=-2=A+ 2 =(A-2) (A +1)=0.

Sie hat in unserem Fall die beiden Figenwerte Ay = 2 und Ay = —1 mit den
beiden zugehorigen Eigenvektoren

(1) w-(2)

Die Eigenvektoren erfiillen die fundamentale Figenwertgleichung
AT =\ bazw.  (A-NE)-7;=0, j=1.2

wie man durch Nachrechnen leicht bestétigt. Es ist ndmlich

va=(12)(3)-(1)-=(3)

Daraus folgt, dass 2 tatséchlich ein Eigenwert von A zum Eigenvektor v ist.
Entsprechend zeigt die Rechnung

was () (4)-(3) = ()

dass auch —1 ein Eigenwert von A zum Eigenvektor o ist.

Die Eigenwertgleichung erlaubt es, die Eigenwerte und die zugehérigen Eigen-
vektoren von A durch Losen eines linearen Gleichungssystems zu bestimmen.

Die Koeflizientenmatrix des homogenen Gleichungssystem der Eigenwertglei-
chung (A — AE) - ¥ = 0 lautet in unserem Beispiel

o 1=A 2 AP
e (00 0) [
Vertauschen der Zeilen ergibt die Matrix

(%) L]

Addition des (A — 1)-fachen der ersten Zeile zur zweiten Zeile erfordert keine
Fallunterscheidung und liefert die Stufenform

S = < (1) x_(;\) >
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Dabei haben wir das charakteristische Polynom durch
XA ==2-2AA-1)=-2-A+X=A-2)-(A+1)

definiert. Seine Nullstellen sind die Losungen der charakteristischen Gleichung.
Damit die Eigenwertgleichung (A—A\FE) -7 = 0 bzw. das nach dquivalenten Um-
formungen erhaltene gleichwertige System S(\) - ¥ = 0 nichttriviale Losungen
hat, muss A eine Nullstelle dieses charakteristischen Polynoms sein. Dafiir kom-
men also nur die beiden Eigenwerte A\; = 2 und A\s = —1 in Frage. Setzt man
diese Eigenwerte in der gefundenen Stufenform ein, erhélt man die zugehorigen
Losungen.

1. Fall: A; = 2. Dann nimmt die Stufenform S(\) folgende Gestalt an:

s@=(5 o)

Als mogliche nichttriviale Losung dieses Systems kann der erste Eigenvektor

- (3)

benutzt werden. Wir haben oben bereits kontrolliert, dass es sich um einen
Eigenvektor von A zum Eigenwert A; = 2 handelt.

2. Fall: Ay = —1. Dann nimmt die Stufenform S(\) folgende Gestalt an:

o= (4 4)

Als mogliche nichttriviale Losung dieses Systems kann man den zweiten Eigen-

vektor
P 1
27\ 41

benutzen, von dem wir auch bereits wissen, dass es sich um einen Eigenvektor
von A zum Eigenwert A\, = —1 handelt.

Mit Hilfe der gefundenen Eigenvektoren als Spalten ldsst sich nun die invertier-
bare Matrix

o (21 4 11 -1\ _1/1 1
a1 L) e (0 ) 50 )

bilden. Die Eigenwertgleichung
A-Z=XN-Z=2-A

2

nimmt dann die matrizielle Form'? einer Faktorisicrung

A-X=X-A

(00

12 Auf der rechten Seite Reihenfolge der Faktoren beachten!

an, wobei
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die Diagonalmatrix bezeichnet, die auf der Diagonalen die gefundenen Eigenwer-
te in der gewihlten Reihenfolge hat. Tatséchlich liefert die Koordinatentrans-
formation in die Eigenbasis die Diagonalmatrix

1 1 1 1 2 2 -1 2 0
—x—1.4. [ . . =
ety (G0 ) (8) (0 )00 5)
Durch Umstellen ergibt sich daraus die Riicktransformation
A=X-A- X7

Aus dieser sogn. Diagonalisierung von A findet man nun leicht die gesuchte
Matrizenpotenz als Teleskopprodukt

AF =X AF . X!

Weil Potenzen von Diagonalmatrizen sehr leicht elementweise zu berechnen sind,
ldsst sich die Matrizenpotenz mit Hilfe des Eigensystems durch die Gleichung

= (] —11>'(20k )l )

1/ 2284+ (=1)F 2.2F—2.(=1)k
3< 2k — (—1)* 2k+2-(1)k)

explizite beschreiben. Sie erfiillt tatsdchlich die Rekursion A*T! = A . A* und
A% = E der Matrizenpotenz.

Die Diagonalisierung von A liefert fiir das Matrizenexponential die Matrix

eAt_l(Q-th—&—e_t 2-€2t—2-€_t)

3 o2t _ o=t e2t 4 9. et

Sie erfiillt tatséchlich die Differentialgleichung (eAt)/ =A-eund BAY = E.

Man beachte riickblickend noch einmal, welch zentrale Rolle die Eigenwerte von
A in dieser Formel fiir A* spielen: simtliche Eintrige der gefundenen Matrix A*
sind Linearkombinationen

Cl'2k+62'(—1)k, c1,c0 €R

der Potenzen der Eigenwerte A\; = 2 und Ay = (—1) von A und die Eigen-
vektoren legen die Koeffizienten ¢; und ¢y fest. Analog sind die Eintrige des
Matrizenenxonentials e'* die zugehdrigen Linearkombinationen

Cl~€2t+02~8_t, c1,c0 €ER

von Exponentialfunktionen.

Man vergleiche die hier vorgestellten Wege zum Losen linearer Differenzen-
bzw. Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Aus mathematisch-
geometrischen Griinden ist es vorteilhafter mit einem gekoppelten System erster
Ordnung, d.h. mit Matrizen zu arbeiten. Anwender zichen es hingegen oft vor,
das System zunéchst zu entkoppeln und miissen dann mit héheren Ordnungen
rechnen. Ist das System einmal entkoppelt, bzw. kennt man das charakteristische
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Polynom, kann man dank der bekannten Struktur der Losung einen der beschrie-
benen Ansitze als Linearkombination von Exponentialfunktionen machen und
muss nun mit Hilfe der Anfangswerte die fehlenden Koeffizienten berechnen.
Anwender sagen dann oft, sie machten einen Exponentialansatz der Form
Ak e)\t
)

Hat man die strukturellen Zusammenhénge verstanden, erkennt man, dass es
sich dabei um dquivalente Vorgehensweisen handelt.

Ein Vorteil der expliziten Beschreibung der Matrizenpotenz A* gegeniiber der
blossen numerischen Berechnung besteht darin, dass wir beispielsweise nun leicht
untersuchen kiénnen, wie sich die Matrizenpotenz A* fiir sehr grosse k verhalten
wird. In unserem Beispiel gilt fiir die Betrédge der beiden Eigenwerte [\| =2 > 1
und |\z| = 1. Fiir sehr grosses k wird also die geometrische Folge \¥ = 2% sehr
schnell anwachsen und die zweite geometrische Folge A5 = (—1)* wird um 0
oszillieren. Insgesamt erhalten wir fiir grosse k£ die asymptotische Ndherung

L1 2.2k 2.9k
Mgl o o

Im numerischen Beispiel ist

Jir [ 1460015504102 1466015504 - 1012
7.330077519 - 10! 7.330077519 - 10'!

eine extrem gute Ndherung an den seinerzeit berechneten exakten Wert. Wir er-
kennen daran auch das Stabilitdtsverhalten der Potenzen. Offenbar stabilisieren
sich die Potenzen A* fiir grosses k genau dann, wenn fiir die Betriige sémtlicher
Eigenwerte

Al <1

gilt. An Hand der Lage der Eigenwerte lisst sich also das asymptotische und
das Stabilitéitsverhalten eines Systems voraussagen. O

CAS. Selbstverstéandlich lassen sich auch hier wieder séimtliche Rechnungen mit
Hilfe eines Sage-Kodes maschinell durchfithren. Um beispielsweise die ersten 6
Potenzen einer gegebenen Matrix A numerisch zu bestimmen, kann man den
folgenden Befehl verwenden:

A=matrix([ [1,2], [1, 0] 1); show(A)

A .powers(6)

Um das charakteristische Polynom einer Matrix A zu berechnen, definiert man
zundchst die Matrix in der iiblichen Weise und erteilt dann den Befehl
A=matrix([ [1,2], [1, 0] 1); show(4)

f=A.characteristic_polynomial ("lambda")

Der optionale Parameter in Apostroph bezeichnet die gewiinschte Unbestimmte.
Matrizen werden in Polynome eingesetzt, wie erwartet. Um beispielsweise den
Satz von Cayley-Hamilton zu iiberpriifen, verwendet man einfach den zusétzli-

chen Befehl
f£(A)


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxztM1NLCnKrNCIVog21DGK1QFRCgaxCrGa1sUZ-eUajpq8XI56BfnlqUXFGmaaAFGWDZA=&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxztM1NLCnKrNCIVog21DGK1QFRCgaxCrGa1sUZ-eUajpq8XGm2jnrJGYlFicklqUWZxSWZyfEF-TmVefm5mYk5Gko5iblJKYlKQIVgHWlABowJ1K4JAPFiHjU=&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxztM1NLCnKrNCIVog21DGK1QFRCgaxCrGa1sUZ-eUajpq8XGm2jnrJGYlFicklqUWZxSWZyfEF-TmVefm5mYk5Guol6kA1vFxg5Wkg5UBNAKB9GkA=&lang=sage
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Soll das charakteristische Polynom gleich faktorisiert ausgegeben werden, kann
man den kurzen Befehl

A=matrix([ [1,2], [1, 0] 1); show(A)

f=A.fcp("lambda") ; show(f)

benutzen, dessen Akronym fiir “factorized characteristic Eolynomial” steht.
Das Minimalpolynom einer Matrix berechnet man entsprechend:

A=matrix([ [1,2], [1, 0] 1); show(A)
mp=A.minimal_polynomial(’lambda’)

fmp=mp.factor()

Um eine Liste der Eigenwerte (das sogn. Spektrum) einer Matrix A auszugeben,
verwendet man folgenden Befehl

A=matrix([ [1,2], [1, 0] 1); show(A)

A.eigenvalues()

Benotigt man zusétzlich zugehorige Eigenvektoren, verwendet man den Befehl
A=matrix([ [1,2], [1, 0] 1); show(A)
A.eigenvectors_right ()

Er liefert je ein Tripel (A, Vx,n), bestehend aus einem Eigenwert A, einer Liste
V\ von Basisvektoren des zugehorenden Eigenraumes

Vi = {7| A 7=}

und der algebraischen Vilefachheit n von .
Die Diagonalisierung einer Matrix A erhélt man mit dem Befehl

A=matrix([ [1,2], [1, 0] 1); show(A)
A.eigenmatrix_right()

Falls die Matrix A diagonalisierbar ist, liefert er ein Paar (A, X) bestehend
aus einer Diagonalmatrix A mit den Eigenwerten von A als Diagonalelemente
und einer Transformationsmatrix X mit zugehorigen Eigenvektoren als Spalten.
Falls die Matrix A nicht diagonalisierbar ist, enthilt die Matrix X Nullspalten
und ist deshalb nicht invertierbar, wie der selbe Befehl an Hand einer anderen,
nicht diagonalisierbaren, Matrix B zeigt:

B=matrix([ [1,1], [0, 1] 1); show(B)
B.eigenmatrix_right()

Die Matrizenpotenz A™ einer diagonalisierbaren Matrix A kann damit folgen-
dermassen berechnet werden:

var("n"

A=matrix([[1,2],[1,0]11)
eigensystem=A.eigenmatrix_right ()
D=eigensystem[0]; X=eigensystem[1];
1=D.diagonal ()

h(x,n)=x**n

Dpot=diagonal_matrix([h(x,n) for x in 1])
pot=X*Dpot*X.inverse() ; show(pot)

Numerische Werte fiir festes n erhalt man dann durch Substitution.

pot.subs(n=1)


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxztM1NLCnKrNCIVog21DGK1QFRCgaxCrGa1sUZ-eUajpq8XGm2jnppyQUa6jmJuUkpieqa1gpguTRNAD58Ehg=&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxztM1NLCnKrNCIVog21DGK1QFRCgaxCrGa1sUZ-eUajpq8XLkFto56uZl5mbmJOfEF-TmVefm5mYk5Guo5iblJKYnqmtYKYLW5BUDFIJgG1JFboJeWmFySX6QBkwaKagIAiTUipw==&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxztM1NLCnKrNCIVog21DGK1QFRCgaxCrGa1sUZ-eUajpq8XI56qZnpqXlliTmlqcUamgCN-A9S&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxztM1NLCnKrNCIVog21DGK1QFRCgaxCrGa1sUZ-eUajpq8XI56qZnpqXllqckl-UXF8UWZ6RklGpoACL8SRQ==&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxztM1NLCnKrNCIVog21DGK1QFRCgaxCrGa1sUZ-eUajpq8XKmZ6al5xZXFJam5to56YB5EV3xRZnpGiQZQCS-Xiy2SsmiDWIh2F6BcBIqMIVQmAqzLUSvC1jZCywXEjtDLLI7PzCtLLSrJTMpJ1dAEAEBsMR8=&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxzss1NLCnKrNCIVog21DGM1VGINtBRMIxViNW0Ls7IL9dw0uTlSs1MT80rriwuSc21ddID8yC64osy0zNKNIBKQNDFFklhtEEsxAAXoGwEiowhVCYCrM9JK8LWNkLLBcSO0Mssjs_MK0stKslMyknV0AQAdvExOQ==&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxdjkEKgzAURPeCdwiukmDFlO5CFoKHECRISlMN6E9JUmtv36gUajcfZubN8GflcAYZSZNKTCo4s-C2ZflZ5vGWUsZAm16Df_ugJ1EVm9rJzpl-CDgitfiB2lJy1BwcJnmajKIubkb1FtS4lga85EDEQinEhYcN4pt23092BN2tQwsygEZJOEqTlW3oWqFNYWDWzmtMuB_sC0czbm9M4Z9Xj0GUBB00-9MXRg76xLaFNPkAClRYTA==&lang=sage

2.5. POTENZEN 125

Das Matrizenexponential e4? kann mit Hilfe des folgenden Befehls berechnet
werden:

var("t")
A=matrix([ [1,2], [1, 0] 1); show(4)
prop=(t*A) .exp(); show(prop.expand())

Numerische Werte fiir festes ¢ erhalt man dann wieder durch Substitution. <

Wie bei der Inversen ist es auch beim Eigensystem niitzlich, den zweidimensio-
nalen Fall symbolisch vollstdndig zu kennen.

Beispiel. Wir berechnen das Eigensystem einer beliebigen (2 x 2)-Matrix.

A=)

Dazu gehen wir von der erweiterten Matrix

A_AEF(CL;A dEA>

aus und miissen dafiir sorgen, dass das zugehorige homogene System eine nicht-
triviale Losung hat. Um keine unnétigen Félle untersuchen zu miissen, vertau-
schen wir die beiden Zeilen.

Tho

T

c d— A\
a— A\ b

Addition des (a— \)-fachen der ersten Zeile zum (—c)-fachen zweiten Zeile liefert

c d—\
0 A —(a+d)X\+ (ad — be) ZS12(a— A\, —c¢)
Daraus lesen wir das Minimalpolynom
pa(A) = A2 — (a4 d)X\ + (ad — be) = A\* — tr(A)\ + det(A)

ab. Seine Koeffizienten lassen sich leicht direkt aus der Matrix ablesen: beim
konstanten Koeffizienten handelt es sich um die Determinante det(A) = ad — be
der Matrix A. Den Koeffizienten der zweith6chsten Potenz von A bildet man als
Summe der Diagonalelemente. Er heisst Spur der Matrix A, die als tr(A4) = a+d
bezeichnet wird.

Man beachte, dass der Ausnahmefall ¢ = 0 das selbe Minimalpolynom liefert.
Dann ist nidmlich pa(\) = (a — A)(b—\) = A2 —tr(A) +a - d.

Das Minimalpolynom hat die beiden Nullstellen

tr(A) £ 1/tr2(A) — 4det(A)
A2 = 5

die verschieden sind, falls die Diskriminante

tr2(A) — 4det(A) = (a — d)? +4bc # 0


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJwrSyzSUCpR0uTlcrTNTSwpyqzQiI421DGK1QGSBrGxmgq8XAVF-QW2GiVajpp6qRUFGprWCsUZ-eUaIGGQQGJeioYm0AAQBIsVlyYVa5TYGmgqKKCKGOqBxAByYCCT&lang=sage
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ist. Fiir die zugehorigen Eigenvektoren gilt

L (n—d L (ad
v = c ) V2 = c

wie man leicht bestétigt. Damit erhalten wir die invertierbare Transformations-
matrix

s o AM—d X—d 71f; ¢ ¢
X('Ul,v2)< c c )a X 70'()\1_)\2) d—)\2 )\]__d

mit ihrer Inversen und die Diagonalmatrix
(XA 0
=000

A=X-A-X1

Aus der Diagonalisierung

erhalten wir die Potenz

1 (A1 = d)(AT = A5) (d = A)(AT = A3)
A =R\ Qe = d) N = AE) (A= M)A+ (A — d)NS

Ak

und das Matrizenexponential

At 1 ((Al—d)(eklf—em) (d— M) (Mt — et )

T = U Qe —d) (Mt — M) (d = Ag)eMt 4 (A — d)ee!

wobei fiir die Differenz der beiden Eigenwerte gilt:

A - e = /tr2(4) - 4det(A),

Der Autor kann es einem Studenten nicht veriibeln, wenn er diese Formeln
nicht auswéndig kennt, obwohl er seinerzeit wihrend seines Grundstudiums froh
gewesen ist, wenn er sie jeweils schnell zur Hand hatte, um damit neue Ideen
zu illustrieren oder auszuprobieren. O

Mit expliziten Formeln fiir Matrizenpotenzen kann das Langzeitverhalten und
mit dem Eigenwertsystem auch das Stabilitdtsverhalten linearer Prozesse pro-
gnostiziert werden. Lineare Prozesse werden durch autonome, lineare Differen-
zengleichungssysteme beschrieben.

Definition. Unter einem autonomen, homogenen linearen Differenzengleichungs-
system verstehen wir ein System von n linearen Differenzengleichungen der Art

yi(k+1) = anyi(k) + aay2(k) + -+ + arnyn (k)
Y2(k + 1) = ag1y1(k) + agoy2(k) + - - + a2nyn (k)



2.5. POTENZEN 127

Zum besseren Uberblick fassen wir die Zustandsvariablen y;(k), d.h. die n ge-
suchten reellen Folgen y;(k) zum Zustandsvektor

yn(k)

der Vektorfolge k — ¢(k) zusammen.

Zur vollstéandigen Beschreibung eines diskreten dynamischen Systems benttigen
wir noch die Anfangsbedingungen y1(0) = a1,y2(0) = ag, -,y (0) = a,, die
wir zum Anfangszustand

ai;p a2 Ain
a21 a22 a2n

A= e R™*"
Gp1  An2 Ann

so ldsst sich dieses diskrete Anfangswertproblem in der kompakten Form
ylk+1) =A-gk), y0)=a

schreiben.

Beim Studium diskreter dynamischer Prozesse geht es darum, einen von k
abhingigen Zustand ¢(k) aus dem Anfangszustand @ so zu bestimmen, dass
dieses Differenzengleichungssystem erfiillt ist. In vielen Anwendungen wird &
als (diskrete) Zeit interpretiert. Ausgehend vom Anfangszustand a@ erzeugt die
Rekursionsgleichung also die Vektorfolge

a, Ad, A%, A%G, A%G, . ..

so dass fiir den Zustand ¢(k) des Systems nach k solchen diskreten Zeitschritten
die Beziehung
7(k) = A* - @, keN

gilt. Die Zusténde zeitdiskreter System sind also nur zu bestimmten Zeitpunkten
bestimmt und messbar — etwa so wie die einzelnen Bilder eines Filmes.

Autonome Systeme homogener linearer Differenzengleichungen erster Ordnung
verallgemeinern also die geometrischen Folgen auf hohere Dimensionen und zur
Beschreibung des Zustandes g(k) nach k Zeitschritten benétigen wir die Matri-
zenpotenz A*. Ein solcher diskreter dynamischer Prozess kann auch als dyna-
misches System

®:R" x N — R", (@, k) — g(k) = A* . @
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aufgefasst werden, in dem R™ den Zustandsraum und N den Zeitraum bezeich-
net. Seine Zeitentwicklung geschieht mit Hilfe der Matrizenpotenz AF, die sich
sich mit Hilfe der Diagonalisierung

A=X-A- X1, AP =X AR X!

von A explizit berechnen lidsst. Falls A ausnahmsweise nicht diagonalisierbar
sein sollte, benutzt man statt der Digonalmatrix A die sogn. Jordan-Matrix J
fiir die entprechend A = X - J- X! bzw. A*¥ = X - J¥. X1 gilt und die Potenz
J¥ ebenfalls einfach berechnet werden kann.
Im Gegensatz dazu wird ein zeitkontinuierlicher dynamischen Prozess durch das
Anfangswertproblem

g't)y=A4-4¢t), §0)=a
beschrieben. Diesmal wird also die Zeit kontinuierlich interpretiert d.h. ein sol-
ches System ist fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢ € R>¢ definiert und es geht
darum, den von der Zeit ¢ abhéingigen Zustand %(¢) aus dem Anfangszustand @
zu bestimmen. Die Losung eines solchen autonomen Systems homogener Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung lisst sich bekanntlich in der Form

gty =er-d,  t>0

beschreiben, wobei man zur Berechnung des Propagators et! (Matrizenexpo-
nential) wegen seiner Potenzreihendarstellung bzw. auf Grund des Eulerschen
Grenzwertes

=ttt At
A= lim (1 25)

12 3 t*
e =E+tA+ AP+ AP+ A=
2! 3! 4! ~

ebenfalls die Matrizenpotenzen von A benétigt. Ein solcher kontinuierlicher dy-
namischer Prozess kann auch als dynamisches System

U

®:R" x Rsg — R", (@,t) — g(t) = et

aufgefasst werden, in dem R" den Zustandsraum und R>, den Zeitraum be-
zeichnet. Seine Zeitentwicklung geschieht mit Hilfe des Propagators e4?, der
sich mit Hilfe der Diagonalisierung in der Form

eAt :X'eAt'X_l

explizit berechnen lasst.

Beispiel. Das konkrete, diskrete dreidimensionale System

x(k+1) = Adz(k)+y(k)+2z(k) z(0) =1
y(k+1) = 2y(k) —4z(k)  y(0)=0
z(k+1) = y(k) + 6z(k) 2(0) = -1

wird durch folgende Systemmatrix A, den Zustandvektor ¢(k) und den Anfangs-
zustand @ beschrieben.

41 2 x(k) 1
A= 0 2 —4 | eR¥> Gk)=| yk) | R} a=| 0 |cR?
01 6 2(k) -1
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Die Komponenten des Anfangszustandes d beschreiben die drei Anfangsbedin-
gungen z(0) =1, y(0) = 0 und 2(0) = —1.

Die vektorielle Rekursionsgleichung erster Ordnung
yk+1)=A-gk), ¢0)=a keN

des diskreten Anfangswertproblems liefert rekursiv die Vektorfolge

1 2 0
g(()) = 0 ) g(l) = 4 ’ g(Z) = 32 )
-1 —6 —32
—32 —256 —1536
27(3) = 192 , 117(4) = 1024 , ﬁ(5) = 5120 ,
—160 —768 —3584

Um in diesem Beispiel das Eigenwertproblem (A — AE) - & = 0 zu 1dsen, miissen
wir untersuchen, wann die Matrix

4— A 1 2
A—)\E = 0 2—-X -4
0 1 6— A
nicht invertierbar ist und fithren sie dazu — moglichst ohne Fallunterschei-

dungen — in Stufenform iiber. Um keine Fallunterscheidungen durchfiihren zu
miissen, vertauschen wir die zweite und die dritte Zeile und erhalten die Matrix

4— A 1 2
0 1 6—A
0 2—-X -4

Nun Addieren wir das (A — 4)-fache der zweiten Zeile zur dritten und erhalten

die Matrix
4

- A
sn=|( o
0

1 2
1 6-2X\
0 p(A)

in Stufenform. Das dabei auftretende quadratische Polynom ist
PN =(6-NA=2)—4=-XA+8\—-16=—(\—4)2

In diesem Fall erhalten wir fiir das normierte, kubische charakteristische Poly-
nom
xa(A) = (A —4)2 =A% — 1207 4 48\ — 64

Die Matrix A erfiillt tatséchlich die charakteristische Gleichung
A = 64E — 48A + 1247

dritter Ordnung, wie man leicht bestiitigt und ihr Spektrum o4 = {4} besteht
aus einem einzigen Eigenwert. Man beachte, dass fiir ihr Minimalpolynom al-
lerdings

pa(N) = A2 =8\ + 16 = (A — 4)?
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gilt, weil A sogar die quadratische Gleichung
A? =16E + 8A

erfiillt. Um zugehorige Eigenvektoren zu bestimmen, untersuchen wir die Matrix

S(4) =

o O O

1
1
0

O NN

deren Rang offensichtlich 1 ist. Die Losungsmenge ist also 2-dimensional und
hat die vektorielle Darstellung

T 1 0
Y =t| 0 | +s| —2
z 0 1

Offenbar wird der Eigenraum
Hy(4) = ker(A — 4F)

des einzigen Eigenwertes \; = 4 von A durch die beiden linear unabhingigen
Vektoren

1 0
vii=1 0|, U= | —2
0 1

der Basis B;(4) aufgespannt.

CAS. Eine Basis des Kerns einer quadratischen Matrix lésst sich sich in Sage
mit folgendem Befehl

A=matrix([ [0,1,2], [0,1,2], [0,0,0] 1); show(A)

A.right_kernel()

leicht bestimmen. o

Man beachte, dass diese beiden Vektoren ¥ ; und ¢/} 2 bloss eine 2-dimensionale
Ebene H;(4) durch den Ursprung aufspannen, die als Eigenraum zum Eigenwert
A = 4 bezeichnet wird. Weil aber mit diesen beiden Vektoren keine invertier-
bare Transformationsmatrix X € R33 gebildet werden kann und keine weitere
Eigenwerte zur Verfiigung stehen, ist die Matrix A nicht diagonalisierbar.

Man beachte auch, dass dank der Homogenitit der Eigenwertgleichung
(A= XE)-£=0
insbesondere auch die Summe der beiden Eigenvektoren, d.h. der Vektor

1
9 = —2 EH1(4)
1

—

W12 = V1,1 + U1

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A = 4 ist, der von den beiden gewéhlten
Basisvektoren linear abhéngig ist und in der Folge eine Rolle spielen wird.

Weil die Matrix A nicht diagonalisierbar ist, kénnen wir im Moment unser Sy-
stem von Differenzengleichungen nicht wie gewohnt 16sen und miissen uns etwas


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxztM1NLCnKrNCIVog20DHUMYrVQWEAYaxCrKZ1cUZ-uYajJi8XCDrqFWWmZ5TEZ6cW5aXmaGgCAHvxEmw=&lang=sage
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Neues einfallen lassen. Mit der an Hand dieses Beispiel detaliert zu besprechen-
den Verallgemeineung der Eigenwert-Methode werden wir fiir die vorliegende
Matrix A eine Faktorisierung

A-X =X-J (Jordan-Zerlegung)

finden, wobei diesmal die sogn. Jordanschen Normalform
4 1 0 4 00 010
J=104 0 |=(040]+]0O0O0|=A+N
0 0 4 0 0 4 0 00

nur ,,fast* eine Diagonalmatrix mit dem einzigen vorhandenen Eigenwert A = 4
auf der Diagonalen ist. Dass diesmal nicht einfach die Diagonalmatrix A als
Normalform verwendet werden kann, liegt daran, dass mit den vorhandenen
Eigenvektoren keine invertierbare Transformationsmatrix gebildet werden kann.

Weil die Matrix A nicht diagonalisierbar ist, muss die Diagonalmatrix A also
noch additiv durch die nilpotente Matrix N, die also ,fast“ 0 ist, korrigiert
werden. Man beachte, dass die beiden Matrizen A und N kommutieren, d.h.
dass

A-N=N- A bzw. [A,N]=0

gilt'3. Ferner hat auch die nilpotente Matrix N die Eigenschaft, dass ihre Po-
tenzen einfach zu berechnen sind, weil namlich N? = 0 gilt, was ihre Bezeich-
nungsweise rechtfertigt.

Definition. Eine quadratische Matrix N heisst nilpotent vom Nilpotenzgrad
k> 1, falls N¥ = 0 und N*~1 £ 0 gilt.

Eine solche Matrix hat das Minimalpolnom px(A) = A* und daher den einzigen
Eigenwert A = 0.

Als invertierbare Transformationsmatrix kann man diesmal etwa die invertier-
bare Matrix

0 00 1
X = (W2, W11,We1)=]| -2 1 0 |, X '=]101 2
10 1 0 —1

verwenden. Fiir die angegeben Normalform J gilt dann ndmlich tatséchlich die
behauptete Faktorisierung
A-X=X-J.

Sie wird geniigen, um auch in diesem Fall die Matrizenpotenz A* bzw. das Ma-
trizenexponential e4* von A explizit berechnen und damit Systeme von lineare
DIfferenzen- bzw. Differenzialgleichugen explizit 16sen zu kénnen.

CAS. Diese sogn. Jordan-Zerlegung (J, X) einer quadratischen Matrix A € R™"
kann als Verfeinerung der Diagonalisierung betrachtet werden. Man findet sie
in Sage mit dem Befehl

13Diagonalmatrizen mit lauter gleicher Elementen auf der Diagonalen kommutieren mit
allen Matrizen vom selben Typ! Sie bilden das sogn. Zentrum der Matrizenalgebra.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJxztM1NLCnKrNCIVog20THUMYrVUYg20DHS0TWBsAx1zGIVYjWtizPyyzUcNXm5svKLUhLzbB31IIz4tPyiXI2SosS8YhArsSQzP882pKg0FaiUl8vLFqIq2iAWYoIXUDgCJmgIFYwAq43IzCuzjdADkqlFxakamtYKYFEtLy2QDADk6DMM&lang=sage
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A=matrix([ [4,1,2], [0,2,-4], [0,1,6] 1); show(A)
jordan=A. jordan_form(transformation=True)
J=jordan[0]; show(J)

X=jordan[1]; show(X)

Der optionale Parameter bewirkt, dass neben der Jordan-Matrix J auch eine
Transformationsmatrix X ausgegebenen wird. <&

Bevor wir einen Algorithmus besprechen, mit dem man man eine solche Jordan-
Zerlegung findet, wollen an dem Beispiel beleuchten, welche speziellen Eigen-
schaften die Spaltenvektoren der Transformationsmatrix X haben, um damit
im Lauf der Zeit zu erkennen, wie man sie systematisch produzieren kann. Fiir
die Transformationsmatrix'*

X = (Wh,2,W1,1,Wa,1)
gilt dank der erwiinschten Faktorisierung A - X = X - J die Matrixgleichung
A (W2, W1, W) = (W2, W1, W) J
die ausmultipliziert den drei Vektorgleichungen
A -y g = 4y o, AW =4 1+ W2, AWy = dlia

entspricht. Sie lassen sich nachrechnen, wenn man fiir die drei sogn. Hauptvekto-
ren (verallgemeinerte Eigenvektoren) von A die Spaltenvektoren von X wéhlt:

1 0 1
W= | —2 | =711+ %0, Wy, =
1 0 0

,_.
&
=

I

o

Il
=
kN

Wegen der ersten und der dritten dieser Gleichungen, d.h. wegen
AW o = 40 2, A Waq = 4Wa

sind @ 2 und Wy, Eigenvektoren (Hauptvektoren der Stufe 1) von A zum Ei-
genwert A = 4. Es sind also Losungen der homogenen Gleichungssysteme

(A—4E) 15 =0, (A—4E) iy =0

Diese beiden Vektoren sind linear unabhéngig und bilden daher auch eine Basis
des Eigenraums H;p(4), d.h. diese beiden Vektoren spannen auch die Ebene
H,(4) auf.

Der dritte Vektor zeigt ein neues Phinomen. Wegen

1 0
A- 1171’1 = 2 # 41171’1 = 4 5 bzw. (A — 4E) . 'U_jl,l 7é 6
1 0

141m Laufe der Zeit wird die verwendete — scheinbar eigenartige — Bezeichnungsweise ihrer
Spaltenvektoren mit Hilfe von Doppelindizes klar: s, j(A) bezeichnet den j-ten Basisvektor
des Basis Bs()\) des Hauptraumes Hs(\) der Stufe s zum Eigenwert A und @y, s(\) bezeichnet
den Vektor in der k-ten Hauptvektorkette auf der Stufe s zum Eigenwert \. Die Vektoren y, ¢
— und nicht etwa die Vektoren ¥, ; — tauchen in der Regel in den Spalten von X auf! Es geht
gerade darum, aus den berechneten Basisvektoren v ; geniigend viele geeignete Basisvektoren
Wy, s zu produzieren um damit X zu erkldren.
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ist w1 jedoch kein Eigenvektor von A — er liegt, geometrisch gesprochen, nicht
in der Ebene H;(4). Ein Blick auf die mittlere der drei Vektorgleichungen lasst
vermuten, dass stattdessen folgende Gleichung gilt:

A- w11 — 4'[1}1’1 = (A — 4E3) cWy,1 = W12

Diese Vermutung lésst sich durch eine simple Rechnung bestétigen. Es ist:

0 1 2 0 1
Ay — 4B, = (A—4Es) -y, = 0 -2 —4 |- |1 ]=[ -2
0 1 2 0 1

= a5 #0.

Aus dem Vektor w;,; entsteht also unter der linearen Abbildung A — 4E nicht,
wie fiir einen Eigenvektor, der Nullvektor 6, sondern dank der dritten Gleichung

A'wl,l :411)171 +’LU172, bzw. (A*4E) cW1,1 = W1,2

immerhin ein Eigenvektor von A! Der Vektor w; ; ist gewissermassen ein tem-
pierter Eigenvektor: der Zeitziinder ist auf eine Zeiteinheit eingestellt.

Vektorfolgen der Form @ 1, Wi 2 mit der gefundenen Eigenschaft, dass
(A= AE) -y =2, (A= AE) - wWo=0

gilt, bezeichnet man als Folgen verallgemeinerter Eigenvektoren der Lénge 2.
Dieser Begriff ist fiir beliebige Langen sinnvoll.

Definition. Unter einer Folge verallgemeinerter Figenvektoren der Ldnge [ der
quadratischen Matrix A zum Eigenwert A verstehen wir eine Folge von Vektoren

Wy, o, W, . . ., W1, 7,0
mit der Eigenschaft, dass die Bedingungen
(A= AE) - = Wpp1, 1<k<(-1), (A=XE)-w=0
gelten.
Wegen der Bedingung am Ende der Kette fiir £ = [, d.h. wegen
(A= \E) @ =0

ist der Vektor w; am Ende der Kette ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
A. Eine solche Folge von Vektoren stellen wir schematisch durch ein Hasse-
diagramm mit [ {ibereinander total angeordneten Knoten dar, die durch die
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Vektoren der Kette markiert sind.

S
A
w1
l
-1 w2
2 —
wy—1
1
Wy
t > )\
A

In der Jordan-Form entsprechen solche Ketten den Blocken vom Typ [ X [.
Weil die Jordan-Matrix einer beliebigen Matrix A mehrere Blocke zum selben
FEigenwert haben kann, werden wir auch mehrere Vektorketten benéttigen, die
wir dann halt im Hasse-Diagramm nebeneinander zeichnen.

Die Vektoren einer solchen Kette erfiillen also definitionsgeméss folgendes Sy-
stem linearer Gleichungen:

(A - )\E) . ’LUl = 1172 bzw. A- 1171 = /\’LHl + 1172

(A — /\E) -We = wWs bzw. Ay = AWy + Ws

(A — )\E) ’Lﬁl_g = 1171_1 bzw A- 1171_2 = )\1171_2 + 1171_1
(A — )\E) SW_1 =W bzw. AW =\u—1 + 0
(A= XE)-w; =0 baw.  A-w =i

Man beachte, dass wir die markierenden Vektoren der Kette von oben nach un-
ten und nicht mit ihrer Stufe, von unten nach oben, nummeriert haben, weil wir
sie in dieser Reihenfolge rekursiv konstruieren werden. Die Spalten der gesuch-
ten Transformationsmatrix X bestehen aus solchen Vektoren verallgemeinerter
Eigenvektoren. In den Spalten von X werden sie dann allerdings in umgekehr-
ter Reihenfolge, d.h. von unten nach oben d.h. wie iiblich von links nach rechts
angeordnet in der dualen Form

Wy, Wp—1,-++,W2,W1

auftauchen. Der Vektor w; am Anfang der Kette ist im Hasse-Diagramm der
oberste und der Eigenvektor j; ist der unterste Vektor der betreffenden Kette.
Der Vektor Wy, einer solchen Kette kann als “tempierter Eigenvektor” aufgefasst
werden, dessen Zeitziinder auf [ — k Zeiteinheiten eingestellt ist. Weil der Vektor
wp am Anfang dieser Kette die ganze Kette eindeutig festlegt, geht es also dar-
um, zu einer gegebenen Matrix A und zu jedem ihrer Eigenwerte A € o 4 solche
maximalen Elemente von moglichst langen Ketten verallgemeinerter Eigenvek-
toren zu konstruieren, mit denen man dann die gesuchte Transformationsmatrix
X bilden kann.
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Damit die so gebildete Matrix X am Schluss auch wirklich invertierbar ist,
miissen wir zusétzlich dafiir sorgen, dass die Elemente der Ketten linear un-
abhéngig sind. Um das garantieren zu konnen, miissen die verallgemeinerten
Eigenvektoren der Ketten noch eine zusétzliche Bedingung erfiillen. Um sie zu
formulieren, beachten wir, dass der Vektor Wy die homogene, lineare Gleichung

(A= XBE)Fl o, =0, 1<k<I

erfiillt, die als “tempierte Eigenwertgleichung” betrachtet werden kann. Um die
gewiinschte lineare Unabhéngigkeit der verallgemeinerten Eigenvektoren einer
Kette zu gewihrleisten, miissen wir dafiir sorgen, dass der Vektor w, genau auf
der Stufe k und nicht etwa schon auf einer niedrigeren Stufe liegt. Deshalb darf
er das lineare, homogene Gleichungssystem

(A= XE)F i, =0

nicht erfiillen. Das fithrt uns zu folgendem fundamentalen Konzept, in dessen
Definition wir die Abkiirzung s =1 — k + 1 benutzen.

Definition. Fiir eine Matrix A vom Typ n X n versteht man unter einem Haupt-
vektor der Stufe s zum Eigenwert A einen Vektor & # 0 mit der Eigenschaft,
dass

(A=XE)*-Z=0, (A-XE)* L. 2#0

gilt. Die Losungsmenge des auftretenden linearen homogenen Gleichungssystems
(A—AE)* =0, s>0

d.h. der Kern
Hs(A\) :==Ker(A— AE)*, s>0

wird entsprechend als Hauptraum der Stufe s des Figenwertes A bezeichnet.

Man beachte, dass fiir einen Hauptvektor & der Stufe s zum Eigenwert A allge-
meiner die Gleichung
(A=XE)-Z=0, t>s

gilt. Einen Hauptvektor kénnte man also auch als Vektor Z # 0 definierien, der
die homogene, lineare Gleichung

(A= XE) - 2=0

fiir irgend eine natiirlich Zahl ¢ € N erfiillt und seine Stufe s ist dann die klein-
ste natiirliche Zahl, fiir die dies der Fall ist. Man beachte, dass diese Gleichung
nur fiir einen Eigenwert A erfiillt sein kann. Falls sie ndmlich fiir einen Vektor
T # 0 erfiillt ist, kann die Koeffizientenmatrix (A — AE)? nicht invertierbar sein.
Daher ist dann auch die Matrix A — AE nicht invertierbar, was den Skalar A
zwangsliufig zu einem Eigenvektor von A macht. Eine Matrix A kann also ver-
allgemeinerte Eigenvektoren aber keine “verallgemeinerten Eigenwerte” haben!
Die Hauptridume Hg(\) der Dimension hs(X) spielen fiir die Jordan-Zerlegung
und fiir viele Anwendungen im Zusammenhang mit linearer Darstellungstheorie
eine fundamentale Rolle. Die Dimension des Hauptraumes H,(A) bezeichnen wir
mit hg(A). Es ist also

hs(A) :== dim(Ker(A — AE)®) = n — Rang(Ker(A — AE)®), s>0
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Zum Raum H,(\) gehort also ein System von hg linear unabhingigen Haupt-
vektoren der Stufe s,

775,1(>\)7 775,2()\)7 65,3(>‘)a o 7Us,hs()\) <>‘)

die den Raum H;(\) aufspannen, d.h. die eine Basis Bs(\) von Hg(X) bilden.
Selbstversténdlich liefert der zur Losung des homogenen, linearen Gleichungs-

systems
(A= AE)°-Z=0

geeignete Eliminationsalgorithmus effektiv eine solche Basis. Wie sich aus diesen
Basen dann die fiir die Jordanzerlegung (J, X') benéstigten Hauptvektorketten
konstruieren lassen, werden bald sehen.

Vorher halten wir fest, dass wir mit diesem Begriff das Gewiinschte erreicht
haben. Das besagen folgende Resultate, die mit Hilfe der Definition einfach zu
beweisen sind.

Satz. Es sei
Sy, Wa, ..., Wy, W

eine Folge von Hauptvektoren zum Eigenwert A und der Vektor ws habe die
Stufe s. Dann sind diese Vektoren linear unabhéingig und bilden eine Folge
verallgemeinerter Eigenvektoren.

Solche Folgen von Hauptvektoren werden wir in Zukunft kurz als Hauptvektor-
ketten bezeichnen.

Satz. Die Vektoren von zwei Hauptvektorketten
S1 1 Wy 1Wy,9, ..., Wy -1, Wiy
und
Sy 1 Wa 1 W22, -+ -, W2, m—1, Wa,m

zum selben Eigenwert A sind linear unabhéingig, falls die beiden Eigenvektoren
Wy, und Ws y, linear unabhéngig sind.

Es ist leicht einzusehen, dass Eigenvektoren, die zu verschiedenen Eigenwerten
gehoren linear unabhéngig sind. Dieser Sachverhalt verallgemeinert sich sofort
auf Hauptvektorketten.

Satz. Die Vektoren von zwei Hauptvektorketten
S1 Wi 1Wy,2, ..., W1, Wiy

und
Sy 1 Wa 1Wa,2, -+ -, W2, m—1, Wa,m

zu verschiedenen Eigenwerten A; und As sind linear unabhéngig.

In unserem laufenden Beispiel liefert der Vektor ; ; einen Hauptvektor der
Stufe 2 und ;o liefert einen Hauptvektor der Stufe 1, der zur ersten Kette
gehort. Der dritte Spaltenvektor w5 ; gehort nicht zu dieser Kette und bildet eine
zweite Kette. Insgesamt bilden also die drei Spaltenvektoren der angegebenen
Transformationsmatrix X eine Hauptvektorkette 1, w1 2 der Lénge 2 und eine
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Hauptvektorkette wsy ; der Lénge 1, die sich durch folgendes Hasse-Diagramm
veranschaulichen lassen.

} > )\

4
Die behaupteten Resultate sorgen dafiir, dass diese Vektoren in der Tat linear
unabhéngig und damit die mit ihnen gebildete Matrix X invertierbar ist.

Die Hauptrdume Hg(A) sind nicht unabhéngig voneinander, sondern bilden in-
einander geschachtelte Ketten. Zwischen ihnen gilt auf Grund ihrer Definition
némlich die fundmentale Ordnungs-Beziehung

Hs(/\) - Hs+1(/\)a
denn fiir einen Vektor # aus H,(\) gilt ja definitionsgeméss
(A= XE)*-Z=0

und daher erst recht B
(A= AE)*™ .7 =0.

Daher bilden die Hauptriume von A eine aufsteigende Kette ineinandergeschach-
telter Vektorrdumen (Flagge). Eine solche Kette kann aber nicht beliebig lang
werden. Sie muss nédmlich aus Dimensionsgriinden stationér werden und damit
haben wir mit ihr keine Grenzwertprobleme! Es ist also:

{0} = Ho(\) C Hy(\) C Hy(\) C --- C Hy(A) C --- C Hs(A\) 2 Hap (N - -

Mit 5(\) bezeichnen wir also die kleinste natiirliche Zahl, fiir die diese Kette das
erste Mal stationér bleibt. Diese Zahl §(\) > 1 stimmt mit der Vielfachheit von
A im Minimalpolynom von A {iberein und wird die Grosse des grossten Blocks
in der Jordanmatrix J zum Eigenwert A angeben.

Weil Hy(\) = {0} gilt, ist insbesondere ho(\) = 0. Der Raum H;()\) wird als
FEigenraum von A und seine Dimension hi(\) wird als geometrische Vielfachheit
von A bezeichnet. Definitionsgeméss ist genau dann hy(\) > 1, wenn das lineare,
homogene Gleichungssystem

(A—XE) - =0

eine nichttriviale Losung hat, d.h. wenn A ein Eigenwert von A ist.

Die erwéhnte Kettenbedingung der Hauptrdume hat als Konsequenz, dass die
Folge hgs(\) ihrer Dimensionen strikt monoton wiichst und ab einem gewissen
Wert §(\) stationdr wird. Wir erhalten also eine strikt monoton wachsend Folge

0=ho(A) <hi(A) <ha(A) <--- <hs(A) <--- < hgony = hspion) =+
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d.h. §()) ist auch die kleinste natiirliche Zahl, ab der sich die Folge hs()) nicht
mehr dndert.

Rekursiv lisst sich nun folgendes Resultat von Jordan'® zeigen.

Satz. Zu jeder (komplexen) quadratischen Matrix A vom Typ n X n gibt es eine
Jordanmatrix J und eine invertierbare Matrix X mit folgenden Eigenschaften:

A-X=X-J, J=A+N
Die Matrix A ist diagonal und die Matrix N ist nilpotent. Ferner gilt die Ver-
tauschungsrelation [A, N] = 0.

Die Jordanmatrix J hat Blockdiagonalform

J(A1) 0
J= = diag(J (M), .-, J(Am)) = J(A) @& J(Am)
0 J(Am)

und die Matrizen J(A;) (sogn. Jordanblock zum Eigenwert A;) haben auf der
Diagonalen den selben Eigenwert und auf der oberen Nebendiagonalen lauter 1.

Die Jordanblocke bestehen also aus sogn. Késtchen der Form

A 10 e 0
0 A 1 0

J(Aj) = : oo = diag(A;) + J(0) € R™"™
0 A1
0 A

in deren oberen Nebendiagonalen lauter 1 sind. Fiir n = 1 erhalten wir als
Spezialfall die bisher benutzten Diagonalmatrizen. Als weiteren wichtigen Spe-
zialfall erwéhnen wir den nilpotenten Jordan-Block

o1 0 - 0
0 0 1 0
J(O) = = (6’51752,...,€n_1) c R™"™
0 0 1
0

mit der Eigenschaft, dass die Standardbasisvektoren
€ny 1y ...,€E2,€1
eine Hauptvektorkette zum Eigenwert A = 0 bilden, d.h. dass
JO)-&=0, JO)-é=¢_1, k=23,...,n
gilt. Damit lassen sich ihre Potenzen einfach berechnen. Es ist ndmlich

J™0)=(0,...,0,&,...,8—m), m=1,...,n—1
N——

15Marie Ennemond Camille Jordan 1838 - 1922.
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Insbesondere ist die Matrix J(0) € R™™ nilpotent vom Nilpotenzgrand n.
Die Spalten der invertierbaren Transformationsmatrix X bestehen aus Haupt-
vektorketten von A.

Die Jordanmatrix J ist im wesentlichen, d.h. bis auf Vertauschung der Blocke,
eindeutig bestimmt. Die Anzahl Blécke zum Eigenwert A betriigt hq () und die
Anzahl Blécke der Grosse s zum Eigenwert A\ betréigt'®

as(A) :=2hs(N) — hs—1(A) —hsr1(A), s>1, ag(N\) =0

Dabher ist

5(N) 5(M)

as(N) = h1(N), s as(\) = alg-mult(N).

s=0 5=0
Die Anzahl Blocke mit dem Diagonalelemt A ist die geometrische Vielfachheit
h1(N). Der grosste Block mit dem Diagonalelement A ist vom Typ §(\) x §())
und die Summe der Grossen der Blocke mit dem Diagonalelement A ist die
algebraische Vielfachheit alg-mult(A) von A im charakteristischen Polynom x(\).

Die Jordansche Normalform einer Matrix A lasst sich wie folgt berechnen:

1. Berechne hs(A) := dim(Ker(A — AE)®*) = n — Rang(Ker(4 — A\E)*) fiir
s =0,1,... und hore auf, wenn sich hs(\) stabilsiert. Der Index §()) ist
der kleinste Wert, fiir den hs(A) = hgp1(A) gilt.

2. Berechne die Folge as(A) mit Hilfe der Rekursion
as(A) = 2hg(A) —hs—1(A) — hsr1(A), ao(A) =0

In der Jordanschen Normalform von A hat es ag(A) Blocke der Form
JA) eR®® fir s =1,...,5(\).

In unserem laufenden Beispiel hat die Matrix A das charakteristische Polynom
Xa(\) =—(A—4)°

und daher den einzigen'” Eigenwert A = 4. Seine algebraische Vielfachheit
alg-mult(\) = 3 liefert a priori eine obere Schranke fiir die Léinge der lingsten
Kette dieses Eigenwerts. Weil das Minimalpolynom von A die Faktorisierung

pa(h) = (A —4)°

hat, wird die Kette sogar ab §(4) = 2 stationér. Die zugehérige lingste Kette
hat also einen grossten Block vom Typ 2 x 2 zur Folge. Ein Riickblick auf das
zugehorige Hasse-Diagramm zeigt, dass in diesem Fall tatséchlich je ein 2-er und

16Die Anzahl Blscke der Grésse mindestens s zum Eigenwert \ betrigt
bs(A) = hs(A) — hs—1(N).
Daher betréigt die Anzahl Blocke der genauen Grosse s tatséchlich

as(A) = bs(N)=bst1(A) = (hs(N)=ho1 (V) = (Rer1 V) =hs(N) ) = 2hs(N)~hem1(N) = hst1(A).

TFiir weitere Eigenwerte A € o4 fiihrt man das beschriebenen Prozedere sinngeméss durch.
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ein 1-er Block vorhanden sein miissen und daher die Jordansche Normform die
angegebene Gestalt

4 110
J(A) = 0 4|0
0 04
haben muss.

CAS. Jordan-Blocke wie in diesem Beispiel konnen in Sage mit Hilfe des Befehls
JB=jordan_block(4,2); show(JB)

leicht erzeugt werden. Sein erstes Argument erfordert die Angabe des Diagonal-
elementes und das zweite seinen Typ.

Damit lassen sich dann Jordanmatrizen leicht zusammenbauen. In unserem Bei-
spiel leistet das der Kode

JBl=jordan_block(4,2)
JB2=jordan_block(4,1))
J=block_diagonal_matrix(JB1,JB2); show(J)

in dem zuerst die beiden Jordanblécke erzeugt und dann damit die erforderliche
Blockdiagonalmatrix zusammengebaut wird. <&

Um diese Normalform .J, zugehorende Hauptvektorketten und damit eine Trans-
formationsmatrix X aus der Matrix A zu berechnen, bestimmen wir in unserem
laufenden Beispiel zunéichst den Eigenraum H;(4) und losen dazu das homogene
lineare Gleichungssystem

0 1 2
(A—4E)-#=0, (A—4E)=| 0 —2 —4
0 1 2

Als Basis B1(4) von H;(4) konnen wir die beiden oben bereits angegebenen
Vektoren

1 0
tiai=1 0|, U= | —2
0 1

benutzen. Wir stellten fest, dass der Eigenraum H;(4) durch diese beiden linear
unabhiingigen Vektoren aufgespannt werden kann und daher hi(4) = 2 gilt.
Insbesondere muss die Anzahl Blocke zum Eigenwert A = 4 auch 2 betragen.

Als néichstes bestimmen wir eine Basis B2(4) des Hauptraumes Hy(4) der néchsten
Stufe und und l6sen dazu das homogene lineare Gleichungssystem

00 0
(A—4E)*- 7 =0, (A—4E)*=110 0 0
00 0

Wir stellen fest, dass dieses homogene Gleichungssystem als Losungsraum Hoy(4)
den ganzen Raum R3 haben muss und dieser beispielsweise durch die drei linear
unabhéngigen Standardbasisvektoren


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJzzcrLNyi9KScyLT8rJT87WMNEx0rQuzsgv1_By0gQAlSYJbg==&lang=sage
https://sagecell.sagemath.org/?z=eJzzcjK0zcovSknMi0_KyU_O1jDRMdK0Ls7IL9fwcjLU5OXycjJCV2AIV2AEUmALFo9PyUxMz89LzInPTSwpyqwAadcBqbBWgCjWBAAb7CGh&lang=sage
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der Basis Bz(4) aufgespannt werden kann. Insbesondere ist also ha(4) = 3.
Ab 5(4) = 3 muss die Folge der Hauptrdume aus Dimensionsgriinden konstant
werden. Insgesamt erhalten wir also die Werte folgender Tabelle:

2
3
1

S Wl w

Aus dieser Tabelle entnehmen wir sofort, dass die Jordansche Normalform J(A)
von A also a; = 1 Block der Grosse 1 und as = 1 Block der Grosse 2 haben und
daher tatséchlich die behauptete Form

4 110
JA)=| 0 4]0
0 04

haben muss.

Es bleibt also mit Hilfe der gefundenen Basen der Hauptriume noch eine zu-
gehorige Transformationsmatrix X zu bestimmen. Zunéchst wéihlen wir einen
Hauptvektor aus dem grossten Hauptraum Hy(4), der zu allen Vektoren des
Unterraums H;(4) linear unabhéngig ist, d.h. der nicht bereits im Unterraum
H;j(4) liegt. Dazu kommt der ersten Basisvektor ¢ 1 von Ha(4) nicht in Frage.
Erst der zweite erfiillt diese Bedingung und wir wihlen daher

0
117171 = ?7272 = 1
0

Selbstversténdlich hiatten wir diese Wahl auf viele andere Arten treffen kénnen.
Beispielsweise erfiillt auch 7 3 diese Bedingung. Dank dieser Wahlmoglichkeiten
wird die Transformationsmatrix X sicher nicht eindeutig bestimmt sein.

Nun setzen wir die angefangene Hauptvektorkette nach unten fort und berech-
nen mit Hilfe des soeben gew#hlten Vektors wy 1 aus Ha(4) den Vektor

0 1 2 0 1
Who=(A—4E)-w =0 =2 —4 |- | 1 |=[ -2 | e H(9)
0 1 2 0 1

Dabei handelt es sich um einen Eigenvektor aus dem Eigenraum H;(4). Dieser
Vektor muss also eine eindeutige Linearkombination der beiden Basisvektoren
von Hi(4) sein und es gilt tatséchlich

w12 = V1,1 + V1,2.

Weil wir mit unserer Wahl dafiir gesorgt haben, dass w1 € H2(4) nicht im Un-
terraum H; (4) liegt, sind die beiden Vektoren w; ; und ; 5 linear unabhéngig
und bilden eine Hauptvektorkette der Liange 2, die in der Matrix J zum Block
der Grosse 2 Anlass gibt.

Weil wir diese Kette nicht mehr weiter nicht-trivial nach unten verldngern
kénnen, fahren wir mit der néchstkiirzeren Kette fort. Dazu gehen wir zum
Hauptraum H;(4) und suchen nun eine angepasste Basis fiir H;(4), die also den
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von oben erzwungenen Vektor w; o enthélt. Wir wéhlen also einen Vektor s 1
in Hy(4), der mit dem bereits errechneten Vektor @, o € H(4) der vorherigen
Kette ein linear unabhéingiges System bildet. Ein Blick auf die Basis von H;(4)
zeigt, dass wir dazu den Eigenvektor ¥ ; wéhlen kénnen. Wir wahlen also

1
Wo =0110=| 0
0

Weil es sich dabei bereits um einen Eigenvektor von A handelt, ist auch die
Konstruktion dieser Hauptvektorkette zu Ende. Weil wir nun aber insgesamt
drei linear unabhingige Vektoren

0 1 1
W= 1|, wa=| -2 |, Wo1 =1 0
0 1 0

gefunden haben, kénnen wir die ganze Konstruktion beenden und die gefun-
denen Vektorketten zur gesuchten Transformationsmatrix X zusammentragen.
Wir bilden sie, indem wir die bestimmten Vektoren in umgekehrter Reihenfol-
ge, d.h. im Hasse-Digramm von unten nach oben als Spalten in die Matrix X
einfiillen und erhalten schliesslich fiir die gesuchte Transformationsmatrix

1 0 1
X =X(Wo, W1, We1)=] -2 1 0
1 00

von der wir oben bereits gesehen haben dass sie das Verlangte leistet.

Nachdem wir eine Jordanzerlegung (J, X) der Matrix A bestimmt haben, iiber-
zeugen wir uns nun als néchstes, dass die angegebenen Eigenschaften dieser
Zerlegung geniigen, um die Potenzen A* und das Matrizenexponential e”* von
A explizit berechnen zu kénnen. Das folgt wieder daraus, dass die Potenzen von
Jordanmatrizen J einfach explizit bestimmt werden koénnen, da einerseits

JE = (diag(Jy, ..., Jm))* = diag(JF,...,J")
gilt und Potenzen von Jordanbltécken einfach bestimmt werden kénnen.
Die dank [A, N] = 0 giiltige binomische Fomel

k
k L k k
A+ N k _ Ak—z Nt = Ak Ak—l .N Ak—? -N2 L Nk
(A+N) ; (Z) +( + +ot
besteht namlich in unserem Fall dank der Nilpotenz von N vom Grad 2 bloss
aus den ersten beiden Summanden d.h. aus der Summe

4k k410
JF=(A+N¥=AF kAP N=| 0 45 0
0 0 4k

Damit und dank der gefundenen Faktorisierung der Jordanzerlegung

A-X=X-J, bzw. A=X-J-X7!
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kann die gesuchte Potenz von A in der iiblichen Form als Teleskopprodukt

4k k4k—1 2k4+—1
AF=X.JF. X7t = 0 4F —2kaFTt —4hdRt
0 k4k=1 4F 4 2k4F1
explizit beschrieben werden, wie der Leser durch Einsetzen in die Rekursionsglei-

chung der Matrizenpotenz iiberpriifen moge. Damit l4sst sich dann der Zustand
des Systems nach k Zeitschritten formelméssig durch

4k k4k—1 2k4k—1 1
gk)=AF.a = 0 4k —2k4b—1  _4f4k-t -1 0
0 k4k—1 4F 4 2f4h—1 ~1
4k — 2k4k—1
= 44kt

— (4% 4 2k4F—1)
explizit beschreiben.

Aus dieser expliziten Losung des Anfangswertproblems entnehmen wir eine ex-
plizite Beschreibung der urspriinglichen drei Folgen. Es ist ndmlich

w(k) = 4% —2k4k!
y(k) = Ak4k—1
z(k) = —(4F +2k4%71)

wie wir soeben kontrolliert haben, aber wohl nur schwerlich erraten hétten.

Aus der charakteristischen Matrixgleichung A% = 64E — 48A + 12A? gewinnt
man sofort eine rekursive Beschreibung dieser drei Folgen in Form einer linearen
Differenzengleichung dritter Ordnung. Multiplizieren wir néamlich die charakte-
ristische Matrizengleichung von rechts mit dem Zustandvektor #(k), erhalten
wir fiir die Vektorfolge mit Hilfe ihrer Rekursionsgleichung erster Ordnung die
Rekursionsgleichungen dritter Ordnung.

Gk +3) =A% §(k) = (64E —48A +124?) (k)
= 64y(k) —48y(k + 1) + 12¢(k + 2)
In Komponenten ausgeschrieben hat sie die Form

x(k+ 3) = 64x(k) — 48x(k + 1) + 12z(k + 2)

y(k +3) =64y(k) — 48y(k + 1) + 12y(k + 2)

2(k+3) =642(k) —48z(k + 1) + 122(k + 2)
Sie werden durch die selben drei angegebenen expliziten Folgen erfiillt, wie man
ebenfalls durch Einsetzen nachpriifen kann. Man beachte, dass die drei Gleichun-
gen dieses Systems von Rekursionsgleichungen dritter Ordnung eine gemeinsa-

me Struktur haben und direkt aus dem charakteristischen Polynom x4 (A) der
Matrix A abgelesen werden konnen.

Die je 3 notwendigen Anfangsbedingungen lauten hier
z(0)=1, =z(1)=2, z(2)=0

y(0)=0, y(1)=4, y(2)=32
2(0) = -1, z(1)=-6, z(2)=-32
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Im vorliegenden Beispiel der Matrix
4 1 2
A= 0 2 —4
01 6

ist das charakteristische Polynom nicht minimal. Durch Einsetzen kann man
leicht tiberpriifen, dass die Systemmatrix A sogar die polynomiale Gleichung

paM) =A=4*=16-8A+X>=0  bzw. A?=—16E +84

kleineren Grades erfiillt. Das Polynom 4 teilt das charakteristische Polynom
X4, da xa(A) = pa(A) - (A —4) gilt. Wir erwarten also, dass sich die drei Folgen
sogar durch die zugehorige Rekursionsgleichung zweiter Ordnung

§(k+2) = A? - (k) = (—16E + 8A) - j(k) = —164(k) + 87 (k + 1)

beschreiben lassen, die in Komponenten ausgeschrieben die einheitliche Form

x(k+2) = —16z(k)+8z(k+1), z(0)=1 z(1)=2
ylk+2) = —16y(k)+8y(k+1), y(0)=0 y(1)=4
z2(k+2) = —162(k)+8z(k+1), =2(0)=-1 2z(1)=-6

hat.

Bei kontinuierlicher statt diskreter Auffassung der Zeit wiirde man statt von
einem Differenzengleichungssystem vom System

() = 4z(t)+y(t) +22(t)
Yt = 2y(t) — 4z(t)
2(t) = y(t) + 62(t)

homogener, linearer Differentialgleichungen mit der selben Systemmatrix A und
den selben Anfangszustand @ ausgehen und den Zustandsvektor #(t) mit Hilfe
der drei gesuchten Funktionen x(¢), y(¢) und z(t) definieren.

41 2 1 x(t)
A= 0 2 —4 |eR¥> a=[ 0 |eR® git)=| yit) | €R®
01 6 -1 2(t)

Die vektorielle Differentialgleichung erster Ordnung
y'(t)=A4-4t), y0)=a  teR

ldsst sich mit Hilfe der oben angegebenen Faktorisierung der Jordanzerlegung
ebenfalls leicht explizit 16sen. Zunéchst beachtet man, dass sich der Propagator
e’ der Normalform J wegen der Summenzerlegung J = A + N und dank des
Kommutators [A, N] = 0 in zwei kommutierende'® Summanden A und N und

18Genau so wenig, wie die binomische Formel fiir (A + B)* in der aus der Schule geldufigen
Form gilt, wenn die beiden Matrizen A und B nicht kommutieren, gilt dann auch das aus der
Schule bekannte Additionstheorem fiir A5 nicht! Das Matrizenprodukt e? - eB ldsst sich
im allgemeinen Fall in der Form eZ(4:B) ausriicken, wobei nach Baker-Campell-Hausdorff
folgende Reihendarstellung gilt:

Z(AB) = A+ B+ A B+ 1A A B] - (B[4 B - (B A LA, BI] + -

Falls A und B kommutieren, verschwinden in dieser Reihe alle geschachtelten Kommutatoren.
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wegen des damit giiltigen Additionstheorems in der Form

tJ _ t(A+N) _ A | tN

e
faktorisieren lisst. Die beiden Faktoren lassen sich aber sofort bestimmen. Den
Propagator einer Diagonalmatrix erhélt man wegen der einfachen Arithmetik
von Diagonalmatrizen in der Exponentialreihe

A ORI 1
e =F+4+tA+ A2+ —A3+... = ZAJ
2! 3! 4!
j=0

wie frither erwahnt, indem man die Exponentialfunktion auf die einzelnen Dia-
gonalelemente anwendet und damit eine Digonalmatrix bildet. Es ist also

e@ 0 0
=1 0 e* 0
0 0 e*

Zur Berechnung des Propagators des nilpotenten Summanden N beachtet man,
dass die Exponentialreihe wegen der Nilpotenz von N vom Grad 2 bloss aus den
ersten beiden Summanden besteht und daher die einfache Gestalt

1 00 01 0 1 ¢ 0
N=FE+tN=| 01 0 |+t 0 0 o0 |=[01o0
00 1 00 0 00 1

hat. Allgemein erhalten wir fiir das Exponential einer nilpotenten Matrix IV des
Nilpotenzgrades k die endliche Summendarstellung

k—1

1.

tNE

e = f*t]]VU
="

Setzen wir die Ergebnisse zusammen, erhalten wir fiir den Propagator der Nor-

malform
e4t te4t 0

etJ — etA etN _ 0 e415 0
0 0 e
Damit und mit der Faktorisierung
A=X-J- X!

kann der gesuchte Propagator von A schliesslich in der Form

64t te4t 2t€4t
PLA GRPLEND G 0 et — et —4tett
0 tedt et 4 2tett

explizit beschrieben werden, wie der Leser durch Einsetzen in die Differential-
gleichung des Matrizenexponentials iiberpriifen moge. Damit lasst sich dann der
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Zustand des Systems zur Zeit ¢ formelmiissig durch

ett tett 2tett 1
gty =e"-a = 0 et —2tett  —dtett o )
0 tett et 2tett -1
et — ote*t
= 4te*t

—(e* + 2tett)

explizit beschreiben. Aus dieser Losung des Anfangswertproblems entnehmen
wir eine explizite Beschreibung der drei Komponentenfunktionen. Es ist namlich

z(t) = et —2tett
y(t) = 4tett
2(t) = —(e*t +2tet)

wie wir soeben kontrolliert haben. Man vergleiche diese Ergebnisse mit jenen
des entsprechenden diskreten Problems bei der Berechnung der Matrizenpotenz.

Wie oben kann man das System von 3 Differentialgleichungen erster Ordnung in
dquivalente Differentialgleichungen dritter Ordnung fiir die Koeffizientenfunk-
tionen umformulieren. Leiten wir wir nidmlich die Differentialgeichung erster
Ordnung zweimal ab, geht sie durch Verwenden der charakteristischen Matri-
zengleichung in die Form

7U(0) = A (t)

(64E — 48A + 12A?) - §i(t)
647(t) — 487" (t) + 125" (t)

iiber. Sie hat in Komponenten ausgeschrieben die Form

"(t) = 64x(t) — 482’ (t) + 122" (t)
"(E) = 6dy(t) — 48y (t) + 12y (¢)
"(t) = 64z(t) — 482'(t) + 122" (1)

SRS

Sie werden durch die selben drei angegebenen expliziten Funktionen erfiillt, wie
man ebenfalls durch Einsetzen nachpriifen kann. Man beachte, dass die drei
Gleichungen dieses Systems von Differentialgleichungen dritter Ordnung eine
gemeinsame Struktur haben und direkt aus dem charakteristischen Polynom
xa der Matrix A abgelesen werden koénnen. Mit Hilfe des Minimalpolynoms
statt des charakteristischen Polynoms findet man fiir sie sogar ein System von
Differentialgleichungen zweiter, statt dritter, Ordnung

'(t) = —16z(¢t) +82'(t), =(0)=1 2'(1)=2
y'(t) = —16y(t) +8y'(t), y(0)=0 y'(1)=4
Z'(t) = —=16z(t) +82'(t), 2(0)=-1 2'(1)=-6

die man leicht durch Nachrechnen bestétigt.

Ein Vergleich der Rechnungen und Resultate im kontinuierlichen mit dem dis-
kreten Fall zeigt, dass vollstdndig parallel vorgegangen wird. Um die lineare
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Struktur des Problems nicht durch Analysis zu verschleiern, werden wir uns in
Zukunft meistens auf den diskreten Fall beschrinken. Dem eingeweihten Leser
wird das Ubertragen der Resultate kaum schwer fallen. O

Den an Hand des letzten Beispiels entwickelten Algorithmus zur Berechnung der
Jordanschen Zerlegung (J, X ) einer Matrix A studiert man ab besten an einigen
typischen Beispielen, die allerdings unangenehm gross sein miissen, wenn man
alle moglichen Phiinomene erkennen méchte. Um also den Uberblick nicht im
Dschungel 6der Rechnereien zu verlieren, iiberlassen wir einige von ihnen einer
Maschine und geben nur die Resultate an, falls wir auf Grund der bisherigen
Uberlegungen davon ausgehen konnen, dass klar ist, was genau zu tun ist und
die behaupteten Ergebnisse leicht kontrolliert werden kénnen.

Beispiel. Die 8 x 8 Matrix

3 30 0 0 —10 -2
3 4 1 -1 -1 0 1 -1
0 6 3 0 0 -2 0 -4
Al 2401 -1 0 2 -5
-3 2 1 -1 2 0 1 =2
-1 1 0 -1 -1 3 1 -1
—5 10 1 -3 -2 -1 6 —10
3 2 1 -1 -1 0 1 1

hat das charakteristische Polynom
XN =(A=3)7-(A—2),
Offenbar hat also die Matrix A die beiden Eigenwerte des Spektrums
oa ={2,3}.

Der eine Eigenwert A = 2 ist leicht zu behandeln. Seine algebraische Vielfachheit
ist 1 und daher muss auch seine geometrische Vielfachheit h1(2) = 1 sein. Um
eine Basis B (2) dieses Eigenraumes H;(2) zu finden, miissen wir zugehérige
linear unabhéngige Eigenvektoren bestimmen und dazu den Kern

Ker(A — 2F)
berechnen. d.h. das homogene lineare Gleichungssystem
(A-2E) - #=0

16sen. Sein Losungsraum wird etwa vom Eigenvektor

OO N ON
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aufgespannt. Weil die algebraische Vielfachheit dieses Eigenwertes 1 ist, muss
5(2) = 1 sein. Weil wir in dieser Kette bereits Stabilitét erreicht haben, ist
es nicht notwendig, hohere Stufen dieses Eigenwertes zu untersuchen. d.h. wir
konnen unsere Suche abbrechen.

Zum anderen Eigenwert A = 3 gehort der Eigenraumes H;(3), der als Kern
Ker(A — 3E)

erklirt ist. Um eine Basis B1(3) dieses Raumes zu erhalten, miissen wir das
homogene lineare Gleichungssystem

(A-3E)-#=0
losen. Weil der Rang seiner Koeffizientenmatrix Rang(A — 3E) = 5 ist, wird

sein Losungsraum von hq(3) = 8 — 5 = 3 linear unabhiingigen Eigenvektoren
aufgespannt, die wir etwa in der Form

1 0 0
0 1 0
2 0 0
S 0 R 0 o 1
U1,1(3) = 0 ) ’U1)2(3) = 1 ) U1,3(3) = 0
0 1 0
1 1 1
0 1 0

wahlen konnen.

Offenbar haben wir noch zuwenig linear unabhéngige Vektoren, um damit eine
invertierbare Matrix bilden zu kénnen und miissen deshalb nun die néichste Stufe
s = 2 untersuchen. Der zugehérige Hauptraum Ho(3) ist als Kern

Ker(A — 3E)?,
d.h. als Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems
(A-3E)?. =0
erkliirt. Weil seine Koeffizientenmatrix den Rang Rang(A — 3E)? = 2 hat, ist

sein Losungsraum hs(3) = 8 — 2 = 6-dimensional. Als Basis B2(3) von Ha(3)
konnen wir etwa folgende 6 Vektoren

St
=
—~
w
S~—
I
DO OO O N O
51
[\
—~
w
SN—
I
— OO0 o000 O R~O
51
w
—~
w
N—
I
cocooco~RrOoO0O
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U24(3) = ) U 5(3) =

[N el oReN o]
oSO OO0 O oo
O R OO OO oo

benutzen.

Weil wir immer noch zu wenig linear unabhéngie Vektoren haben, um damit
eine invertierbare Matrix zu bilden, miissen wir als néchstes noch die néchste
Stufe s = 3 untersuchen. Der zugehérige Hauptraum Hj3(3) ist als Kern

Ker(A — 3E)3,
d.h. als Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems
(A-3E)? . 2=0
erklirt. Weil seine Koeffizientenmatrix den Rang Rang(A — 3E)® = 1 hat, ist
sein Losungsraum h3(3) = 8 — 1 = 7-dimensional. Wegen 5(3) = 3 kénnen wir

auf dieser Stufe die Suche abbrechen. Als Basis Bs(3) von H3(3) konnen wir
etwa folgende 7 Vektoren

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
- 0 . 0 _, 0 1
U3,1(3) = NE U32(3) = o | Us 3(3) = o | U34(3) = 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

- 0 0 . 0

U35(3) = E U3,6(3) = o | U3,7(3) = 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

benutzen.

An dieser Stelle kénnen wir nun schon Einiges iiber die Jordan-Zerlegung unse-
rer Matrix A aussagen. Auf Grund der gefundenen Werte und der zugehérigen
Tabellen

s |01 2345 s |01 23
he(2)]0 3 6 7 7 7 he(2) [0 1 1 1
as(2) |0 0 2 1 0 0 as(2) |0 1 0 0
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erkennen wir, dass die Kettenstruktur durch folgendes Hasse-Diagramm gegeben
ist.

Die Jordansche Normalform J von A besteht also zum Eigenwert A = 3 aus
insgesamt hq(3) = 3 Blocken und zwar aus einem Block der Grosse 3 und aus
zwei Blocken der Grosse 2. Zusétzlich liefert der andere Eigenwert A = 2 einen
einzigen Block der Grosse 1. Deshalb muss sie folgende Gestalt haben:

OO OO Wo oo
OO WO oo oo
OlWw RO oo oo
DO OO OO0 © O

OO Olw RO oo

OO OO OO O w
OO OO OO W
OO OO OoOflw O

haben und ihr Minimalpolynom muss
pa) =M\ -3 (A-2)

sein. Was also noch fehlt, ist eine invertierbare Transformationsmatrix X, so
dass die Faktorisierung

A-X=X-J

gilt.

Um zum Eigenwert A = 3 eine Basis von Hauptvektorketten zu erhalten, wihlen
wir einen Vektor @y 1(3) aus H3(3) = Ker(A — 3E)3, der nicht im Teilraum
Hy(3) = Ker(A—3E)? liegt. Ein Blick auf die berechnete Basis von Hz(3) zeigt,
dass dafiir etwa

g
=
-
—~
o
SN~—
I
51
it
—
o
=
I
cCooco0oOo O~
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in Frage kommt. Die damit angefangene Kette setzen wir nun nach unten fort,
indem wir damit

0 -2
-3 0
0 —4
= - -2 . . 0
w12 = (A — 3E) "LU171(3) = _3 5 wi1,3 = (A — 3E) cWi2 = 0
-1 0
-5 -2
-3 0

berechnen. Fiir die beiden Vektoren s 1(3) und s 1(3) miissen wir nun zwei
Vektoren aus Ho(3) = Ker(A—3F)? so wihlen, dass diese beiden Vektoren nicht
im H;(3) = Ker(A — 3E) liegen und zusammen mit dem Vektor ) 2(3) linear
unabhéngig sind. Etwas rechnen zeigt, dass dafiir

&
=
—~
w0
Ko/
I
St
=
-
w0
SN—
I
cCoOoCcOo oo~
&
it
—~
w
Ko/
I
51
[\
=
3
N—
Il
—oo0co0co0or~O

in Frage kommen. Um die beiden damit angefangenen Ketten nach unten fort-
zusetzen, berechnen wir damit

Wa2(3) = (A —3FE) w2 1(3) =

und

N O =

|
—_

W32(3) = (A —3E) -ws:(3) =

o o oo
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Zum anderen Eigenwert A = 2 wihlen wir den Vektor

g
S
=
—~
[\
S~—
I
=
=
—
[\)
>
Il
e Nl I Ul R

Als Transformationsmatrix kénnen wir damit also also die invertierbare Matrix

X = (W 3(3),,2(3),W11(3), Wa,2(3), Wa,1(3), W3,2(3), Ws,1(3), W1,1(2))
-2 0 1 0 1 1 0 2
O -3 0 -1 0 0 10
-4 0 0 0 2 2 0 4
_ o -2 0 -2 0 -1 0 2
a 0 -3 0 -1 0 0 01
0 -1 0 -1 0 0 0O
-2 -5 0 -3 0 0 0 6
O -3 0 -1 0 0 11
verwenden. All das lasst sich mit folgendem Kode berechnen. O

Beispiel. Die 8 x 8 Matrix

3 1 0 0 0 0 0 -1
3 4 1 -1 -1 1 -3 3
-1 0 3 1 2 -2 6 -1
A— 6 0 0 2 0 0 0 6
1 -1 0 0 4 O 0 1
3 -1 -2 0 4 0 12 3
1 0 -1 0 2 -2 10 1
4 -1 0 -1 0 0 0 8

hat das charakteristische Polynom
X() =\ =4)°-(A=5)%
Offenbar hat also die Matrix A die beiden Eigenwerte des Spektrums
o4 ={4,5}.

Der erste Eigenwert A = 5 hat die algebraische Vielfachheit 2. Um eine Ba-
sis B1(5) des Eigenraumes H;(5) zu finden, miissen wir zugehorige linear un-
abhéngige Eigenvektoren bestimmen und dazu den Kern

Ker(A — 5F)
berechnen, d.h. das homogene lineare Gleichungssystem

(A-5E)-Z=0


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJytmF1P4zgUhu8r9T9Y4iap0or4tGUFykW7dMUyO9JoZzRCi9gqFEO9bROUhDLDD9urvZs_Nj52nNT5IiyBoQyOz3n88Z43Tmbezk8i_s26vgYHnGP5PXTxg94410Nwxo6LDbINf4nWY2ea9h1S_BhjTyp6qh7iF3WGExVOVRNV12RO13EVRPwDnXM4cVzZBTCpuDIVH8dGjnQI7s2NfUb6vXgdPlszu9_r91ZrP3oMt9-tb7Y3G-Ff_iphEY8TvlrihSDccX8rLo_uxZUwsmySfR39iv03af94tWYx-aRiyD4MyCxFHUAkVPFHjD-wYO9vn1hs2Qdpm7-O_hAwRu5YRBaY4JlF4s8U1-8dfU6e7hmJPVd0iQ-6xISeirnPdjygi3W4WrvebEgH_I4FCU--L9Pd_MU-U8PL--VDK0-YfJRhp2RGhoQujPyjyA82VuuJYf5zMas__eBBzUdlvHCX1DPS8od1stywKGBbKx0udqoiyYwvTw9s_eNfEcfUgkT-045cLF1LxPR7cwRggtGtH_NYp5zXpCwAFjxgZI6BZK4yZuuOGPF_Ber39i6CMO318c0bViXlRGLbI8KiFyamE-D-f2UboUiyX7opNzIGgnIwJEErJHG4Y9SzqiVhDwa0KAu1Nkd_PTMu9PcpTFjwIodQrxFLicT-mxrU9-rEmmVZL6ihFVqtFdpSKxf-02OSaoXKBZ035y8IqMAxpUK1VDKKlIri7KmUCpVSUdlkU6tFapQKLUmFplJpcA44fY2pNhQyY4FGY4E3GgssjPxdCAYWtrQW8IzE1dYC_8NawJbOAugsUHKWyozFbTSdBarkojjoLIDOArlc3FYQ0igXZS1QtBaFpBrpZkjaFqlco87NaB0SNJJmSGiLPI94Uo-EauQr5mnIXrpnle5N94Rm91wVCyFIKwFVC7l3QmfeCZl1HtZCrXW2qwXTOkFZp6gFWqqFVpopWmdlLSgO-iSgdYJhne-vBWWeUDRPxaSamRUD7aIYkFmqBs0EzcyqgXZRDcgslYNmjjUTMua4LfMrx7qpZY7rmBPNHGfMSVvmbz_-C-4boJM66FRDJxl02hb6ma3WDXfgaTXTcBuoPaqp8oQGs4Gi2ahhp3v-JrMBg9mR2YikF2CYDVSbTY2aG80GlNlgfowvmE2r-jDNBqrNRnH2IM0GDs0GOjEbIRQouY2GUg3N3AY6cRuEluxGQ0FDM7uBTuwGoSW_0dCxhmZ-A534DUJLhqOhEw3NDAe6MRyklhxHU6eamjkOdOI4CC1ZjoaeaOg0g560hnJ22zTTk2qo9LnLMLrzM7e57Pcu5673j2xc3m7D1cYCp90w5FDSSiIwRBzGC4PY5f5JAAm0SGj3PGUQaC2BIALegdCV-QpibCKo4759Fm4dgiLCk5mXd9x_CAN_q28uYoscsYjiB8TP2D4jUjGXBv7onDOidleFEX8bK5TOp9qlDM79mHzkAd_528cQ35v1e-KmkL-Q26lrh2_i8hdx6Yu0PEAd2OUclVvvpRo3DG975aV8lk9N0q-V9p-rnpnyWzJGmIdkdyBDdHTqwfkjA0ZAKYLmEVCIcOUM0qeC16YgssuzrjzephmrTrrGeGhpBofRxRmo8aQHhxbjATWefIZVN0NjPFAaz8F-QPV4Wu0wVRtMPfnaLd_gUkEWkn8Rh5z4PoyESnkYxFqsV9nrbrlrjtxGR26_I9fNkQvpyDE7chLyKr2xRwmmfAxjlmn2Skn1QxgkUbjdMnHMGlx53tXgUrb_HuxZFKuXvHXj4cHeuxpx1TNPLBrsnzipRFU=&lang=sage
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losen. Weil der Rang seiner Koeffizientenmatrix Rk(A — 5E) = 7 ist, betrigt
die geometrische Vielfachheit dieses Eigenwertes hi(5) = 8 —7 = 1 und der
Eigenraum H;(5) wird etwa vom Eigenvektor

OFRFNO O~ OO

aufgespannt. Um die néchste Stufe s = 2 dieses Eigenwertes zu untersuchen,
benstigen wird den Hauptraum Hy(5). Es ist definitionsgeméss der Kern

Ker(A — 5E)?,
d.h. die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems
(A-5E)? . 2=0.
Weil seine Koeffizientenmatrix den Rang Rang(A — 5F)? = 6 hat, ist sein

Losungsraum hg(3) = 8 — 6 = 2-dimensional. Als Basis B2(5) von Hz(5) kénnen
wir etwa folgende 2 Vektoren

U2.1(5) =

\
N =R=R=N V-

S

}\3

[\

-

5

~—

I
oORNOO OO

benutzen. Weil nun die algebraische Vielfachheit dieses Eigenwertes errreicht
ist, gilt $(5) = 2 und wir kénnen unsere Suche abbrechen.

Zum anderen Eigenwert A = 4 gehért der Eigenraumes H;(4), der als Kern
Ker(A — 4F)

erkldrt ist. Um eine Basis B1(4) dieses Raumes zu erhalten, miissen wir das
homogene lineare Gleichungssystem

(A—4E)-Z=0

losen. Weil der Rang seiner Koeffizientenmatrix Rang(A — 4E) = 5 ist, wird
sein Losungsraum von hq(4) = 8 — 5 = 3 linear unabhiingigen Eigenvektoren
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aufgespannt, die wir etwa in der Form

OO OO OO
1

OO R R OOOO
1)

O = WO OO OO

wahlen konnen.

Offenbar haben wir noch zuwenig linear unabhéngige Vektoren, um damit eine
invertierbare Matrix bilden zu kénnen und miissen deshalb nun die néchste Stufe
s = 2 untersuchen. Der zugehorige Hauptraum H(4) ist als Kern

Ker(A — 4E)?,
d.h. als Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems
(A—4E)?.#=0
erklirt. Weil seine Koeffizientenmatrix den Rang Rk(A — 4F)? = 4 hat, ist sein

Losungsraum ho(4) = 8 —4 = 4-dimensional. Als Basis B2(4) von Hs(4) kénnen
wir etwa folgende 4 Vektoren

SO OO O o

§1

[ V]

—

N

N

Il
SO OO0 O~ O

ﬁl

w

—~

S

S~—

I
OO R OO OO
O, WOoOOoO OO O

benutzen.

Weil wir immer noch zu wenig linear unabhéngie Vektoren haben, um damit
eine invertierbare Matrix zu bilden, miissen wir als néichstes die nichste Stufe
s = 3 untersuchen. Der zugehorige Hauptraum Hz(4) ist als Kern

Ker(A — 4E)3,
d.h. als Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems

(A—4E) . =0

erkliirt. Weil seine Koeffizientenmatrix den Rang Rang(A — 4E)? = 3 hat, ist
sein Losungsraum hg(4) = 8 — 3 = 5-dimensional. Als Basis B3(4) von Hg(4)
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konnen wir etwa folgende 5 Vektoren

SO OO O o

<
I
[N
—~
i
Nz
Il
[N elelelaoNell -
<
w
w
—
N
~—
Il
O OO OO O

U3.4(4) = , U35(4) =

SO WO o oo

O WO OO oo

benutzen.

Noch einmal haben wir zu wenig linear unabhéngie Vektoren, um damit eine
invertierbare Matrix zu bilden. Deshalb miissen wir als néchstes die néchste
Stufe s = 4 untersuchen. Der zugehérige Hauptraum Hy(4) ist als Kern

Ker(A —4E)*,
d.h. als Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems
(A—4E)* . 2=0

erklirt. Weil seine Koeffizientenmatrix den Rang Rk(A — 4E)* = 2 hat, ist
sein Losungsraum hy(4) = 8 — 2 = 6-dimensional und wir kénnen unsere Suche
abbrechen, da §(4) = 6 ist. Als Basis B4(4) von Hy(4) kénnen wir etwa folgende
6 Vektoren

1 0 0
0 1 0
0 0 0
o 0 0 S 3
U471(4) = 0 5 ’U472(4) = 0 ) 1}473(4) = 0
0 0 0
0 0 0
1 0 1
0 0 0
0 0 0
6 0 0
0 . 0 . 0
Ua,a(4) = NE Ua5(4) = 3 ) Ua6(4) = 0
0 0 3
1 -1 1
0 0 0
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benutzen.

An dieser Stelle kénnen wir nun schon Einiges iiber die Jordan-Zerlegung unse-
rer Matrix A aussagen. Auf Grund der gefundenen Werte und der zugehorigen
Tabellen

s |01 2 3 4 s |01 23 456
hs(5) [0 1 2 2 2 he(4)]0 3 45 6 6 6
as(5) |0 0 1 0 0 as(4)]0 2 0 0 1 0 0

ist.

w13 w1,1(5)

1 w1,2(5)

Die Jordansche Normalform J von A besteht also zum Eigenwert A = 4 aus
insgesamt hi(4) = 3 Blocken und zwar aus einem Block der Grosse 4 und aus
zwei Blocken der Grosse 1. Zusitzlich liefert der andere Eigenwert A = 5 einen
einzigen Block der Grosse 2. Deshalb muss sie folgende Gestalt haben:

O OO O O O
(G200 ] Nen) Hen] e Bl an il an R )

O ORI OO

O OO O O O O

O OO0 O O O -
O OO0 O =
O OO0 =~ O
O OO0k —m O O

haben und ihr Minimalpolynom muss
pa) = (A =4 (A -5)?

sein. Was also noch fehlt, ist eine invertierbare Transformationsmatrix X, so
dass die Faktorisierung

A-X=X-J
gilt.

Um zum Eigenwert A = 4 eine Basis von Hauptvektorketten zu erhalten, wihlen
wir einen Vektor 0 1(4) aus Ker(A —4FE)%, der nicht in Ker(A4 —4F)? liegt. Ein
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Blick auf die berechnete Basis von H4(3) zeigt, dass dafiir etwa

= O OO WwWo oo

in Frage kommt. Die damit angefangene Kette setzen wir nun nach unten fort,
indem wir damit

—1 0
0 1
2 0
- 0 . 0
w2(4) = (A—-4E) w1 (4) = | | |, wia(d) = (A-4E)di2(4) = |
3 0
1 0
1 0
und
1
0
0
. 0
w1 4( ) (A 4E) w13 = 1
—1
0
-1

berechnen. Fiir die beiden Vektoren s 1(4) und s ;(4) miissen wir nun zwei
Vektoren aus dem Raum H;(4) = Ker(A — 4F) so wihlen, dass diese beiden
Vektoren zusammen mit dem Vektor @ 1(4) eine Basis von H; (4) = Ker(A—4FE)
ist. Etwas rechnen zeigt, dass dafiir

OO DD OO O
O WO OO oo

in Frage kommen.

Zum anderen Eigenwert A = 5 wéhlen wir einen Vektor @ 1(5) aus Hz(5) der
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nicht in H;(5) = Ker(A — 5E) ist. Dafiir kommt etwas

0
1
0
. _, 2
w1,1(5) = U271(5) = 0
0
0
1
in Frage. Die damit angefangene neue Kette wird durch den Vektor
0
0
1
o o 0
w1’2(5) = (A — 5E) . w1’1(5) = O
2
1
0

fortgesetzt. Als Transformationsmatrix kénnen wir damit also also die invertier-
bare Matrix

X = (Wh4(4), W 5(4), D1 2(4), W1,1(4), Wa,1(4), W3,1(4), W1 ,2(5), W1,1(5))
1 0 -1 0 1 00O
0 1.0 0 0 001
0O 0 2 0 0 0 10
. O 0 0 3 0 0 0 2
a -10 1 0 0 0 0O
-10 3 0 0 3 2 0
0 0 1 0 0 1 10
-1 0 1 1 -1 0 0 1
verwenden. O

Die in einem friitheren Beispiel angetroffenen drei Rekursionsgleichungen hoher
Ordnung der drei Komponentenfolgen

z(k+2) = —16z(k)+8z(k+1), z(0)=1 z(1)=2
y(k+2) = —16y(k) +8y(k+1), y(0)=0 y(1)=4
z(k+2) = —16z(k)+8z(k+1), =2(0)=-1 z(1)=-6

lassen sich mit Hilfe eines minimalen linearen Schieberegisters in der Form
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realisieren. Man beachte, dass die drei Rekursionsgleichungen fiir die einzelnen
Komponenten und damit die zugehorigen Schieberegister in ihrem Aufbau tiber-
einstimmen. Sie unterscheiden sich einzig in den Anfangswerten. Dieses Schiebe-
register lisst sich dank der Minimalistét des verwendeten Polynoms nicht mehr
weiter verkleinern. Sonst wiirde es drei geometrische Folgen produzieren und
der Quotient aufeinanderfolgender Glieder miisste konstant sein.

Techniker verwenden im Umgang mit solche rekursiven Folgen ein handfestes
Bild und verstehen unter einem linearen riickgekoppelten Schieberegister der
Lange m einen Schaltkreis der Bauart

o) o ey o< a2

A

x(m—1)

Dabei wird jede der m quadratischen Speicherzellen in der oberen Zeile von
links nach rechts mit einem der m Anfangswerte x(0), z(1),---,x(m — 1) gefillt
(Initialisierung). Beim ersten durch eine externe Uhr gesteuerten Takt wird mit
den fest gewdhlten Koeflizienten a; die Linearkombination

z(m) =ag 2(0)+a1 (1) 4+ 4+ am_s x(m—2)+apm_1 x(m—1) = z_: arx(k)
k=0

bestimmt und jeder Zelleninhalt um eine Position nach links verschoben. Der
Wert in der Zelle ganz links wird in Pfeilrichtung ausgegeben und der Wert
in der Zelle ganz rechts wird durch die berechnete Linearkombination ersetzt.
(Rekursion)

Die eindeutig bestimmte Ausgabe eines solchen Schieberegisters der Léinge m
nach k£ Takten kann also durch die homogene lineare Differenzengleichung m.
Ordnung mit konstanten Koeffizienten

z(k4+m)=ap x(k)+a; z(k+1)+ - +am—oxz(k+m—2)4+am_1 x(k+m—1)

beschrieben werden. Dieses Schieberegister bzw. die zugehorigen Differenzen-
gleichung lésst sich mit Hilfe des charakteristischen Polynoms

m—1
X()\) =ag+ al)\ N am,QATYL_Q + amil)\m—l — A\ = Z ak}\k —A™
k=0

bzw. die zugehorige charakteristische Gleichung

m—1

A=Yk
k=0

vom Grad m knapp beschrieben. Techniker verwenden statt des charakteristi-
schen Polynoms oft das gleichwertige Riickkopplungspolynom

o) = —x(;

7) 2™ =1 = Q1T — Amox® — - —ayz™ " — agaz™
T
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in dem also die Koeffizienten im Wesentlichen in umgekehrter Reihenfolge und
mit umgekehrten Vorzeichen auftreten.

Lineare Schieberegister liefern bequeme dynamische Systeme (Maschinen), weil:
1. Sie einfach praktisch gebaut werden kénnen.
2. Thr Langzeitverhalten gut untersucht werden kann.
3. Thre Ausgabe gut statistisch untersucht werden kann.

4. Sie eine mathematische Struktur haben, die mit Hilfe der Methoden der
linearen und der kommutativen Algebra untersucht werden kann.

Beispiel. Im Schieberegister

sind nicht alle Zellen angezapft. Es wird durch die lineare Differenzengleichung

x(k+3) = —6x(k) + Tz(k+1)
dritter Ordnung mit dem charakteristischen Polynom
XA)=—6+TA=N=-A-1)-(A=2)-(A+3)

beschrieben.
Die Anfangsbedingung z(0) = 4, z(1) = —13, 2(2) = 53 liefert die Folge mit den
Werten

E Jo 1 2 3 4 5
z(k) |[4 —13 53 —115 449 —1123

Wie man durch Einsetzen in die Rekursionsgleichung sieht, liefern die drei Fol-
gen z1(k) = 1%, 25(k) = 2% und x3(k) = (—3)* Losungen dieser Differenzenglei-
chungen, die allerdings zu den unterschiedlichen Anfangsbedingungen

21(00=1 2(1)=1 21(2)=1
.IQ(O) =1 .132(1) =2 1‘2(2) =4

gehoren. Die drei Basislosungen konnen sofort aus den Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms gewonnen werden. Aus den drei Basislosungen kann jede
beliebige Losung der Rekursionsgleichung als Linearkombination in der Form

(k) =a-x1(k)+b-22(k) +c-a3(k) =a-1% +b-2% + ¢ (=3)*

zusammengebaut werden.
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Soll zum Beispiel jene Losung linear kombiniert werden, die zur urspriinglichen
Anfangsbedingung

z(0) =4, z(1)=-13, x(2)=>53
gehort, so ist fiir die Koeffizienten das lineare Gleichungssystem

a+ b+ c= 4 1 1 1 4
a+2b—3c=-13 1 2 -3|-13
a+4b+9c= 53 1 4 9 53

zu losen. Um nicht mit so grossen (sic!) Zahlen rechnen zu miissen, losen wir

das System gleich allgemeiner mit beliebiger rechter Seite und gehen dazu von
der Blockmatrix

11 1
1 2 -3|0
14 9]0 0

_ o O

aus. Im Eliminationsverfahren addieren wir zunéchst das (—1)-fachen der ersten
zur zweiten und dritten Zeile und erhalten

1 1 1 1 00
01 -4/-1 10
0 3 8|—-1 01

Addition des (—3)-fachen der zweiten Zeile zur dritten liefert die Stufenform

1 1 1 1 0 0
01 —4|-1 1 0
00 22 -3 1

Addition der dritten Zeile zum 5-fachen der zweiten und zum (—20)-fachen der
ersten Zeile liefert

-20 -20 0 |-18 =3 1
0 ) 0o -3 2 1
0 0 20 2 -3 1

Addition des 4-fachen der zweiten Zeile liefert die reduzierte Stufenform

-20 0 0 |-=30 5 5
0o 5 0| -3 2 1
0 0 20 2 =31

In anderen Worten formuliert, haben wir hier die Inverse der Koeffizientenmatrix
X berechnet und die beiden inversen Matrizen

11 1 1 30 -5 -5
X=(12 -3 1|, X‘1:2—0 -12 8 4
1 4 9 2 -3 1

erhalten. Es scheint also, als ob unser System durch eine Matrix A beschreiben
werden kann, die auf Grund der Diagonalisierung

A-X=X-A, A=X-A-X"'=
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hat, wobei die Diagonalmatrix

1 0 O
A=10 2 0
0 0 -3
die drei gefundenen Eigenwerte auf der Diagonalen und X die zugehorigen Ei-
genvektoren als Spalten hat.

Man beachte, dass die Matrix X und A auf Grund der Fragestellung eine ganz
spezielle Gestalt haben. Die Systemmatrix A ist eine sogn. Begleitermatriz und
X ist eine sogn. Vandermonde-Matriz. Solche Matrizen kommen also kommen
in den Anwendungen oft vor und es scheint, dass die Matrix X invertierbar sein
muss, was wir ja am Beispiel iiberpriift haben. Wie unser Beispiel ferner zeigt,
diagonalisieren Vandermonde-Matrizen Begleitermatrizen.

Aus der gefundenen Losung des linearen Gleichungssystems entnehmen wir ins-
besondere fiir das konkrete numerische Problem die eindeutig bestimmte Lésung
a = —4,b = 3 und ¢ = 5. Daher hat die gesuchte Folge die explizite Beschreibung

(ﬂ(k) :f4$1(k)+3$2(k)+5$3(k) :74+32k+5(73)k

wie man leicht durch Einsetzen iiberpriift. Offenbar haben wir eine explizite
Beschreibung der durch das Schieberegister erzeugten Folge gefunden. Man be-
achte den Einfluss der drei unterschiedlichen Eigenwerte auf das Verhalten der
Folge. Der Eigenwert A\; = 1 liefert eine additive Konstante, der Eigenwert
Ao = 2 fiithrt zu einem exponentiellen Wachstum und der betragsméssig grosste
Eigenwert A3 = —3 dominiert das Verhalten und fiihrt insbesondere zu einer
Oszillation und einem betragsméssigen exponentiellen Wachstum. En passant
haben wir wir das asymptotische Verhalten

z(k) ~5-(=3)"
der Folge geklért. O

Nicht nur liefert jedes System linearer Differenzengleichungen eine lineare Diffe-
renzengleichung hoherer Ordnung. Umgekehrt kann — und soll aus mathemati-
schen Griinden — jede Differenzengleichung (bzw. Differentialgleichung) hoherer
Ordnung als System von Differenzengleichungen (Differentialgleichungen) erster
Ordnung aufgefasst werden!

Beispiel. Im Fall der im letzten Beispiel benutzten Rekursion
z(k+3)=—-6xk)+7z(k+1)

der Ordnung 3 kodiert man den Zustand des zugehorigen Schieberegisters durch
den 3-komponentigen Vektor

gk)=| x(k+1) | €R?
z(k+2)

Man fiithrt also die drei zeitverschobenen Zustandsvariablen

(k) =a(k),  wa(k)=z(k+1),  ys(k) =x(k+2)
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ein und driickt alle diese Variablen nun mit Hilfe dieser Definitionen und der
Rekursionsgleichung als Linearkombination der neuen Zustandsvariablen aus.

Im Beispiel ergibt sich das System von Rekursionsgleichungen erster Ordnung

y1(]€ + 1) = y2(k)
yg(k' + 1)
ys(k + 1) = —6y1 (k) + Ty2(k)

y3(k)

Dieses dynamische System kann mit Hilfe der Systemmatrix

0 1 0
A= 0 0 1
-6 7 0

in matrizieller Form g(k + 1) = A - (k) beschrieben werden, die wir oben aus
der Diagonalisierung A = X - A - X! erhalten haben. Kodieren wir noch den
seinerzeit verwendeten Anfangszustand durch den Vektor

4
i=| -13 |,
53

wird die Folge der Zusténde des Schieberegisters durch die lineare Rekusion
yk+1)=A-gk), ¢0)=a

beschrieben und das beschriebene Verdoppelungsverfahren zur Berechnung der
Potenzen von A liefert ein effizientes Verfahren zur numerischen Berechnung der
Zustdnde des zugehorenden Schieberegisters.

Die gefundene Begleitermatriz des charakteristischen Polynoms
X(A) = —6+7A =\

hat in der oberen Nebendiagonale lauter 1 und in der untersten Zeile die Ko-
effizienten des charakteristischen Polynoms in aufsteigender Reihenfolge. Wir
erwarten selbstversténdlich, dass das charakteristische Polynom einer Begleiter-
matrix bis auf ein Vorzeichen gerade das Polynom, mit dem sie gebildet wurde.

Zur Bestitigung dieser Vermutung und und zur Ubung berechnen wir nun ihr
charakteristisches Poynom, indem wir die Eigenwertgleichung

A-Z=M, (A—AXE)-Z=0

mit der Koeffizientenmatrix

-2 1
A—\E = 0 —-x 1
-6 7 =X

16sen. Um in jedem Fall eine umkehrbare Operation durchzufiihren vertauschen
wir die erste und die dritte Zeile.

-6 7 =X
0o -x 1
-2 1 0
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In der entstandenen dquivalenten Matrix addieren nun das (—\)-fache der ersten
Zeile zum 6-fachen der dritten Zeile und erhalten

—6 7 -A
0 -2 1
0 6-—7TA A

Um nun weiterhin unabhiingig von A Aquivalenzumformungen durchfithren zu
konnen, sorgen wir durch Wechselwegnahme dafiir, dass an der gewiinschten
Stelle zunéchst eine Konstante entsteht, die wir dann zu einer 0 machen kénnen.
Dazu addieren wir zunéchst das (—7)-fache der zweiten Zeile zur dritten und
erhalten die Matrix

-6 7 =)
0 —-x 1
0 6 XN-7

Sie hat an der fraglichen Stelle die gewiinschte Konstante. Durch Vertauschen
der letzten beiden Zeilen erhalten wir die dquivalente Matrix

-6 7 —A
0 6 A2—7
0 - 1

in der wir schliesslich das A-fache der zweiten Zeile zum 6-fachen der dritten
Zeile addieren und die Stufenform

—6 7 —A
SN=[ 0 6 A-7
0 0 x(\W

in der unten rechts tatséchlich das erwartete charakteristische Polynom
xa(\) =det(A —AE) = =6+ 7\ — \*

entstanden ist. Die Begleitermatrix A von x4(\) ist nach dem Satz von Cayley-
Hamilton Nullstelle des charakteristischen Polynoms, d.h. es ist

xa(A) = —6E +7A — A3 =0,

wie man leicht bestédtigt. Offenbar ist es also leicht, matrizielle Lésungen von
Polynomgleichungen zu erhalten und die Matrizenrechnung steht in enger Bezie-
hung zur Theorie der Polynome. Jedem normierten Polynom lisst sich mit Hilfe
der Begleitermatrix auf kanonische Art eine quadratische Matrix zuordnen, de-
ren Eigenvektoren sich mit Hilfe der Nullstellen des Polynoms leicht bestimmen
lassen. Allgemein gilt ndmlich:

Definition. Zum Polynom
n—1

p(z) = ag + a1+ ax? + - F ap_ox" a1 — 2" = E apz® — "
k=0

vom Grad n gehort die Begleitermatrix

0 1 0 - 0 0
0 0 1 - 0 0

Bp—| 0 0 0 0 0 -
0 0 0 0 1
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Thr charakteristisches Polynom ist
xBm A =pN) = [T =M.
k=1

Weil jeder Eigenwert Ar von B(p) die charakteristische Gleichung

n—1
n o __ BV
k= E a; Ny
=0

erfiillt, ist der Vektor
1

Ak
A

n—2
>‘k

n—1
>‘k

ein Eigenvektor von B(p), der zum Eigenwert A, gehort. Daher wird die Beglei-
termatrix durch die Vandermonde-Matrix

1 1 1 1 1

)\1 >\2 )\3 )\nfl )\n

A A N A
VA1, A2, A3, 005 A1, Ap) =

P T Vi SRV

R s BV

diagonalisiert, d.h. es ist
B(p) . V()\l, )\2, ey )\n) = diag(/\l, )\2, ey )\n) . V(/\l, )\2, ey )\n)

Dabei bezeichnen Aq, Aa, ... Ak, ..., A, die Nullstellen von p(\) und fur das ty-
pische Element der Vandermonde-Matrix gilt

VAL, A2y An)je = AT

Aus der Begleitermatrix B(p) des Polynms p(z) erhélt man also umgekehrt
das Polynom p(x) zuriick, mit dem man sie gebildet hat. Die enge Beziehung
zwischen Polynomen und Matrizen wird noch enger, wenn man bedenkt, dass
mit dem Satz von Cayley-Hamilton jede Matrix Nullstelle ihres eigenen cha-
rakteristischen Polynoms ist. Aus diesen beiden Sétzen zusammen folgt die be-
merkenswerte Tatsache, dass jedes Polynom p(x) sein Begleitermatrix B(p) als
Matrixlosung hat. Insbesondere ist jede Polynomgleichung mit Matrizen l16sbar
und daher bieten sich Matrizen als verallgemeinerte Zahlen an.
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Das betrachtete dynamische System ist reversibel. Durch Zeitumkehr kann jeder
beliebige Zustand aus einem gewissen Anfangszustand erhalten werden. Um den
inversen Prozess zu beschreiben, benotigen wir die Inverse

(70 -1
/rl:6 6 0 0 |cR33
06 0

Um etwa obigen Zustand @ in zwei Schritten zu erreichen, muss man das System
im Zustand

L[ 49 6 —7 4 L[ 9T
(A HY?.a=A4"2%d= | 42 0 =6 )| —138 ) =-c| —150
36 0 0 53 144

starten, wie man leicht berechnet und dann kontrolliert.

Weil das charakteristische Polynom x4 (A) = (A—1)-(A—2)-(A+3) die drei Null-
stellen A\; = 1, Ay = 2, A3 = —3 hat, sind hier die Eigenwerte sogar ganzzahlig
und als zugehorige Eigenvektoren lassen sich die Anfangsbedingungen der drei
oben angegebenen Basislosungen z1(k) = 1%, zo(k) = 2% und 23(k) = (—3)*
d.h. die Vektoren

1 1 1
H1 = 1 s 172 = 2 y 173 = -3
1 4 9

verwenden, wie man leicht an Hand der Eigenwertgleichung A - ¥; = A;0 und
der tibersichtlichen Struktur von Begleitermatrizen bestétigt. Eigenvektoren von
Begleitermatrizen lassen sich also einfach bestimmen.

Mit Hilfe dieses Eigensystems lassen sich nun die Transformationsmatrizen

11 1 ] 30 -5 -5
X=112 =3[, X*1:% -12 8 4
1 4 9 2 -3 1

bestimmen, die wir bereits bei einer fritherer Glegenheit berechnet haben. Mit
der Diagonalmatrix

1 0 0
A=X"1TA.-X=|0 2 0
00 -3

erhalten wir die Diagonalisierung A = X - A- X ! und fiir die Matrizenpotenzen
AF = X - AF. X1 die explizite Beschreibung

30—122F + 2(=3)* —5+ 828 — 3(=3)F —54 4284+ (=3)*

)
1
— | 30-242F— 6(-3)F —5+162"+ 9(—3)* —54 82¥—3(-3)"
20 _ k _a\k _ k _ _a\k _ k _a\k
30 — 48 2% + 18 (—3) 5+322F —27(-3) 5+162% +9(—3)
Fiir fiir £ = 1 ergibt sich die Begleitermatrix A und fir £ = —1 die oben

bestimme Inverse A~1.

Selbstverstindlich liefert die erste Komponente des Zustandes (k) = A* - @ die
seinerzeit bereits bestimmte explizite Beschreibung der Folge

w(k)=—4+3-2" +5.(-3)
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Obwohl also beide Sichtweisen — via Systeme erster Ordnung bzw. via Rekur-
sionsgleichungen hoherer Ordnung — im Prinzip die selben Resultate liefern,
empfiehlt es sich aus konzeptionellen Griinden, Differenzengleichungen hoéher-
er Ordnung als Systeme erster Ordnung in héheren Dimensionen aufzufassen,
weil man dann auf die geometrische Intuition zuriickgreifen kann. Die analo-
ge Bemerkung gilt fiir die entsprechenden Differentialgleichungen héherer Ord-
nung. Insbesondere werden auf diese Weise viele Mehrspurigkeiten der Ingenieur-
Mathematik im Umkreis von Z- und Laplace-Transformation véllig iiberfliissig
und koénnen als Spezialfille von Fragestellungen aus der Matrizenrechnung ver-
standen und behandelt werden, um die man sowieso fiir seritse Anwendungen
nicht herumkommt. O

Das Eliminationsverfahren liefert also einen effektiven Algorithmus zur Berech-
nung des charakteristischen Polynoms einer Matrix A. Das Problem, dieses
Polynom zu faktorisieren und so die Eigenwerte von A zu bestimmen, ist im
allgemeinen nicht linear, ja in der Regel nicht einmal rational und daher viel
anspruchsvoller! Dazu miissen wir insbesondere zuerst geniigend geeignete Zah-
len zur Verfiigung haben, die als Losungen in Frage kommen und dann miissen
Matrizenalgebra und Vektorgeometrie zur kommutativen Algebra und zur al-
gebraischen Geometrie verallgemeinert werden. In der Numerik werden subtile
Methoden besprochen, um Eigenwertgleichungen néherungsweise zu 16sen.

Oft sind die Parameter eines Schieberegisters der Lénge m nicht zum Vornehe-
rein bekannt, sondern sollen so bestimmt werden, dass es ein vorgeschriebenes
Verhalten hat. Weil dazu die m Anfangswerte und die m Koeffizienten bestimmt
werden miissen, sollten Daten der Lange 2m zur Verfiigung stehen.

Beispiel. Um das kleinste Schieberegister zu finden, das die Folge mit dem
Anfangsstiick der Liange 2m = 6

1 2 3 4 5
0 30 —-30 210 -390

k 0
x(k) || 5

produziert, machen wir fiir die Rekursionsgleichung der Ordnung [%1 = 3 den
Ansatz

zk+3)=a-zk)+ 8 -z(k+1)+v-2(k+2)

und haben die unbekannten Koeffizienten zu bestimmen. Einsetzen der bekann-
ten Werte liefert fiir £ = 0,1,2 die Gleichungen des folgenden linearen Glei-
chungssystems

5a + 08+ 30y= —30 ) 0 30| =30
O +308— 30y= 210 0 30 —-30 210
30 — 308 + 210y = —390 30 =30 210 | —390

mit der zugehorigen erweiterten Matrix rechts daneben. Um moglichst kleine
Zahlen zu erhalten, dividieren wir die erste Zeile durch 5 und die beiden anderen
durch 30. Dann lautet die erweiterte Matrix des Systems

1 0 6| —6
0 1 -1 7
1 -1 7| —13
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Addieren wir das (—1)-fache der ersten Zeile zur dritten, erhalten wir die Matrix
1 0 6|6 10 6|6
o 1 -1} 7|, 01 -1 7
0 -1 1|7 00 0| O

in der man erkennt, dass die dritte Zeile iiberfliissig ist, weil sie das negative der
zweiten Zeile ist. Das Gleichungssystem kann also mit Hilfe der rechts stehenden
reduzierten Stufenform gelost werden, die durch Addition der zweiten zur dritten
Zeile entsteht. Daraus lesen wir die Losung in vektorieller Form

« —6 —6
B = 7 +t 1
¥ 0 1

ab. Die Losung des linearen Gleichungssystems, die geometrisch die Schnitt-
gerade der drei durch die urspriinglichen linearen Gleichungen beschriebenen
Ebenen beschreibt, ist nicht eindeutig bestimmt, sondern jedes t € Z in den
Formeln @« = —6 — 6t, 8 = 7+t und v = t liefert eine Losung und damit ei-
ne Rekursionsgleichung fiir die gegebene Liste. Fiir ganzzahlige t € Z sind die
Koeffizienten der Rekursion sogar ganzzahlig.

Fiir die Wahl t = 0 ist « = —6, § = 7 und v = 0 und daher kann das gegebene
Anfangsstiick der Folge durch die bereits im letzten Beispiel benutzte Rekursion

x(k+3)=—-6-2(k)+7 -z(k+1), z(0)=5, =z(1)=0, =z(2)=30

dritter Ordnung und das zugehorige Schieberegister — allerdings mit neuen
Anfangswerten — erzeugt werden. Die damit erzeugten Folgenglieder sind dann
x(6) = 17650 und z(7) = —3'990.

Fiir die Wahl ¢ = —1 erhalten wir hingegegen o = 0, f = 6 und v = —1 mit der
zugehorigen Rekursion

z(k+3)=6-z(k+1)—a(k+2), z(0)=5, =z(1)=0, =z(2)=30

Man beachte, dass es sich nach dem Zeitshift Z(k) = x(k+1) um eine Rekursion
zweiter Ordnung handelt, die in der Form

Z(k+2)=6-2(k)—z(k+1), Z2(0)=x(1) =0, &(1)=2x(2)=230
geschrieben werden kann und das charakteristische Polynom
X(A) =6—X— A =—(A=2)(A+3)

zweiter Ordnung hat, zu dem das Schieberegister

o
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gehort. Es produziert tatsichlich das Anfangsstiick der gegebenen Folge.

L Jo 1 2 3 4
Z(k) |0 30 —30 210 —390

Man kénnte hier sogar die selben Anfangswerte #(0) = 5 und #(1) = 0 wie fiir
die urspriingliche Folge x(n) wihlen, weil tatséichlich #(2) = 30 gilt. Die Folge
kann also durch die Rekursion

#k+2)=6-2(k)—2k+1), #0)=5 &1)=0

beschrieben werden.

Aus diesen endlich vielen Werten kann man aber noch nicht schliessen, dass die
beiden Folgen z(k) und Z(k), die ja durch véllig unterschiedliche Rekursionen

z(k +3) = —6x(k) + Tx(k + 1), und  #(k+2) =63(k) —2(k+1)

beschrieben sind, fiir alle Werte von k den selben Wert liefern. Diesen Sach-
verhalt kann man mit Hilfe von vollstdndiger Induktion beweisen. Weil dieses
mathematische Werkzeug nicht mehr allen Schiilern zur Verfiigung steht, wiihlen
wir einen anderen Weg zur Begriindung.

Dass die Folge x(k) sogar mit einer Rekursionsgleichung kleinerer Ordnung be-
schrieben werden kann als urspriinglich erwartet, hingt damit zusammen, dass
das lineare Gleichungssystem nicht nur eine einzige Losung hat. Man beachte,
dass das charakteristische Polynom der minimalen Rekursionsgleichung zweiter
Ordnung ein Teiler des charakteristischen Polynoms der im letzten Beispiel be-
nutzten Rekursion dritter Ordnung ist. Die zugehorige Folge wird daher durch
eine explizite Formel der Art

@(k) =b-2" 4 ¢ (-3)"

beschrieben. Zur Bestimmung der beiden Koeffizienten miissen wir das lineare
Gleichungssystem

b+ ¢c=5
2b—3c=0

l6sen. Seine eindeutige Losung ist b = 3 und ¢ = 2. Daher hat also die Fortset-
zung des gegebenen Anfangsstiicks die explizite Beschreibung

B(k)=3-2"+2-(=3)" = z(k)

Nachdem wir explizite Beschreibungen der beiden Folgen z(k) und Z(k) zur
Verfiigung haben, ist es nun leicht einzusehen, dass die beiden Folgen fiir alle k&
iibereinstimmen miissen. Dazu kontrolliert man, dass die Folge & (k) die Rekur-
sionsgleichung und die Anfangsbedingungen der anderen Folge x(k) erfiillt und
umgekehrt. Selbstverstindlich hat die geshiftete Folge die explizite Darstellung

E(k) =a(k+1)=3-2"" 4 2. (=3)"' =6.2" —6- (-3)"

Das gefundene Schieberegister fiir die Folge z(k) = &(k) ist minimal, weil ein
kleineres mit einer einzigen Zelle eine geometrische Folge liefern miisste. In un-
serem Beispiel hat also die urspriinglich gegebene Liste die lineare Komplexitdt
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2, weil das kleinste Schieberegister, dass das gegebene Anfangsstiick produzieren
kann, die Lange m = 2 hat. O

Beispiel. Soll im Gegensatz dazu das kleinste Schieberegister bestimmt werden,
das das bereits angetroffene Anfangsstiick der Liange 2m

k 0 1 2 3 4 5
z(k) || 4 —13 53 —115 449 —1123

produziert, so liefert der selbe Ansatz wie oben fiir eine Rekursion der Ordnung
[226] = 3 das lineare Gleichungssystem

4o — 138+ H3y= -—115 4  —13 53 | —115
—13a+ 538 — 116y = 449 —13 53 —115 449
53 — 1158 + 449y = —1123 53 —115 449 | —1123

mit der daneben stehenden erweiterte Matrix zu losen. Addition des 13-fachen
der ersten Zeile zum 4-fachen der zweiten und des 53-fachen der ersten zum
(—4)-fachen der dritten Zeile liefert

4 —13 93 | —115
0 43 229 301
0 —229 1013 | —1603

Addition des 229-fachen der zweiten Zeile zum 43-fachen der dritten ergibt

4 -13 53 | —115 4 —-13 53| —-115
0 43 229 | 301 |, 0 43 229| 301
0 0 96000 0 0 0 1 0

in der wir die dritte Zeile durch 96’000 dividiert haben, um mit moglichst kleinen
Zahlen weiterrechnen zu kénnen. Addition des (—229)-fachen der dritten Zeile
zur zweiten und des (—53)-fachen der dritten Zeile zur ersten liefert

4 —-13 0| —115 4 —-13 0] —115
0 43 0 301 |, 0 10 7
0 0 1 0 0 0 1 0

in der wir die zweite Zeile durch 43 dividiert haben. Addition des 13-fachen
der zweiten Zeile zur ersten und Division der entstehenden ersten Zeile durch 4
ergibt

4 0 0| —-24 1 0 0] -6
01 0 7T, 01 0| 7
0 0 1 0 0 0 1 0

die erweiterte Matrix in reduzierter Stufenform. Daraus lesen wir ab, dass die
gesuchte Losung des linearen Gleichungssystems im Gegensatz zum letzten Bei-
spiel eindeutig bestimmt und von der Form o = —6, 8 = 7 und « = 0 ist. Daher
kann dieses Anfangsstiick nur durch die bereits im letzten Beispiel benutzte
Rekursion

z(k+3)=—-6-z2(k)+ 7 -z(k+1)

dritter Ordnung erzeugt werden und hat damit die lineare Komplexitdt 3. (O
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Beispiel. Um das kleinste Schieberegister zu finden, das die Teilliste der unge-
raden Lénge n =5

E Jo 1 2 3 4
z(k) |4 —13 53 —115 449

produziert, machen wir auch diesmal fiir die Rekursionsgleichung der Ordnung
[5] =3 den selben Ansatz

zk+3)=a-xk)+ 8 -z(k+1)+v-z(k+2)

und haben die unbekannten Koeffizienten zu bestimmen. Einsetzen der bekann-
ten Werte liefert fiir £ = 0,1 die Gleichungen des folgenden linearen Gleichungs-
systems

do— 138+ 53y =—115 4 —13 53| -115
—130+ 538 — 115y = 449 ~13 53 —115| 449

mit der zugehorigen erweiterten Matrix. Addition des 13-fachen der ersten Zeile
zum 4-fachen der zweiten macht daraus

4 —-13 53| —-115
0 43 229| 301
Addition des 13-fachen der zweiten Zeile zum 43-fachen der ersten ergibt die

Stufenform

172 0 5256 | —1032 43 0 1314 | —258
0 43 229 301 ) 0 43 229 301

deren erste Zeile wir noch durch den grossten gemeinsamen Teiler 4 dividiert
haben. Daraus lesen wir ab, die Losung dieses Systems in vektorieller Form

o -6 ~1314
B l=( 7 |+t —229
v 0 43

ab und erkennen, dass sie nicht eindeutig bestimmt ist. Der Wert ¢ = 0 liefert
a = —6, 8 =7und v = 0 und damit die im letzten Beispiel benutzte Fortsetzung
mit der Rekursionsgleichung

x(k+3)=—-6-2(k)+7 -z(k+1)

dritter Ordnung.

Soll das gegebenen Anfangsstiick durch eine Rekursionsgleichung zweiter Ord-
nung beschrieben werden, miissen wir dafiir sorgen, dass a = 0 wird. Das er-

reichen wir durch die Wahl ¢ = 72—%9 bzw. mit den Koeffizienten f = 127—1692 und
v = —%. Die zugehorige Rekursion zweiter Ordnung lautet diesmal
1762 43
k+3)=—2k+1)— — -x(k+2 1) =-13 2) =53
bzw. nach der Substitution (k) = z(k + 1) (Zeitshift)
1762 43
z(k+2) = cz(k) — — - Z(k+ 1), Z(0) =-13, Z(1) =53

219 219
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Man beachte, dass diesmal die Koeffizienten der kiirzeren Rekursionsformel nicht
ganzzahlig, sondern rational sind und die verschobenen Anfangswerte gewéhlt

werden miissen. Damit erhélt man #(4) = — 972, O

Weil die Aufgabe, ein (minimales) Schieberegister zu konstruieren, das eine ge-
gebenen Liste von Werten fortsetzt, eine grosse praktische Rolle spielt, sieht
man sich nach einer Methode um, dieses Problem so effizient wie moglich zu
behandeln. Dass diese Aufgabe nicht beliebige lineare Gleichungssysteme lie-
fert, zeigt schon ein Blick auf die beiden im Beispiel angegebenen erweiterten
Matrizen. Sie haben offenbar eine spezielle Gestalt, die von der Art der kon-
kreten Aufgabe herriihrt: aufeinanderfolgende Zeilen gehen aus einem Vektor
durch einen Linksverschiebung auseinander hervor. Es ist zu erwarten, dass die-
se spezielle Form des Problems auch speziell effiziente Methoden erméglicht.
Tatséchlich wird der Informatiker die Daten eines solchen Gleichungssystems
nicht als rechteckige erweiterte 2-dimensionale Matrix, sondern in der Form der
urspriinglichen 1-dimensionalen Liste abspeichern, um Speicherplatz zu sparen.
Eine genaue Analyse des Problems liefert in gewissen, fiir die Praxis relevanten
Fillen einen Algorithmus, der die Losung des zugehorigen linearen Gleichungs-
systems und die lineare Komplexitét der Liste auf effizientere Art liefert, als der
Eliminationsalgorithmus, der zur Losung beliebiger lineare Gleichungssysteme
konstruiert ist. Der Algorithmus von Berlekamp-Massey hat die Komplexitét
der Ordnung O(n2) im Vergleich zur Ordnung O(n3) des oben verwendeten
Eliminationsalgorithmus. Er dient zur effzienten Dekodierung der sogn. BCH-
Kodes.

Beispiel. Falls ein lineares, homogenes autonomes Differenzengleichungssystem
mit der Rekursionsgleichung ¢(k + 1) = A - (k) die Vektoren

1 -1 1 -1
gB)=\{ 0 ), go=1| 3 |, y6&=[ 0 |, #6)=| 3
1 -1 -5 -7

der Vektorfolge k — ¢(k) produziert, so geht es in den Anwendungen oft darum,
die unbekannte Systemmatrix

A= | an ax axy | €R¥?
azip azz2 as3
zu bestimmen, die diese Datenvektoren produziert. Die gegebenen Vektoren
erfiillen also definitionsgemiéss die Rekursionsgleichung fiir £ = 3,4,5. Diese
3 Vektorgleichungen liefern, komponentenweise ausgeschrieben, die 32 = 9 li-
nearen Gleichungen

1a11 + 0(112 + ].(113 =—-1

—la;1 +3a120 —laz = 1
lay11 + 0ai2 — Baq13 = —1
lasy + Oage 4 lags =3 1 0 1 -1 3 -1
—lasy + 3ags — lass =0 -1 3 -1 1 0 -5
las; + Oags — Sagg = 3 1 0 -5|-1 3 -7
1(131 + 0(132 + 1CL33 =-1
—1&31 + 3@32 — 1(133 = -5

laz1 + Oaze — Sazz = =7
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fiir die unbekannten Koeffizienten von A. Ein Blick auf dieses System zeigt, dass
es nur schwach gekoppelt ist und man sich deshalb einiges an Rechenarbeit spa-
ren kann — und soll! Tatséchlich lassen sich die 9 Gleichungen in 3 Teilsysteme
von je 3 Gleichungen gruppieren, deren Koeffizientenmatrizen iibereinstimmen
und aus den ersten drei gegebenen Vektoren gebildet werden kénnen. Die Teil-
systeme unterscheiden sich also nur in ihren Konstantenvektoren, die jeweils
aus den gegebenen Vektoren gebildet werden und sie kénnen daher in Form der
danebenstehenden Blockmatrix zusammengefasst werden.

Zur systematischen Beschreibung der Systeme konnen wir auch je 3 aufein-
anderfolgende Vektoren der Vektorfolge zu einer 3 x 3 Matrix mit diesen drei
Vektoren als Spalten zusammenfassen. Ferner definieren mit Hilfe aufeinander-
folgender Zustandsvektoren die assoziierte Matrizenfolge

M(k) = (§(k), gk + 1), 5k +2)),  keN
Diese Matrizen erfiillen die Rekursion
Mk+1)=A-M(k)

weil ihre Spalten definitionsgemiss der Rekursion §(k + 1) = A - §(k) geniigen.
Daher gilt die explizite Beschreibung

M(k) = A* - M(0), k>0

In unserem Fall ist

1 -1 1 -1 1 -1
MB) =0 3 0 ud M#)=| 3 0 3
1 -1 -5 -1 -5 -7

Die gemeinsame Koeffizientmatrix der drei Teilsysteme ist die Transponierte
M7T(3). Auf den rechten Seiten des j-ten Teilsystems kommen gerade die j-ten
Spalten von M7 (4) vor. Die Losungen des j-ten Systems bilden die j-te Zeile der
gesuchten Matrix A. Formal konnen wir die gesuchte Matrix aus der rekursiven
Beziehung M (4) = A - M(3) durch Auflésen nach A in der Form

A=M4)- (M(3)>_1

bestimmen, falls die Inverse von M (3) existiert.

Um nicht von dieser Zusatzbedingung abhéngig zu sein, 16sen wir das entstan-
dene lineare Gleichungssystem algorithmisch. Dazu wenden wir den Eliminati-
onsalgorithmus auf die gefundene Blockmatrix

1 0 1[|-1 3 -1
(MT3),M"(4)={ -1 3 -1 1 0 -5
1 0 —5|-1 3 -7

an. Im linken Block stehen also die ersten 3 gegebenen Vektoren und im rech-
ten Block stehen die letzten 3 Vektoren, je zeilenweise von oben nach unten
angeordnet. Im Spezialfall, wo die Matrix M (3) invertierbar ist und im linken
Block am Schluss also die Einheitsmatrix steht, finden wir im rechten Block die
Transponierte von A.
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Addition der ersten Zeile zur zweiten Zeile und des (—1)-fachen der ersten Zeile
zur dritten Zeile liefert

10 1|]-1 3 -1 1 01
03 0 0 3 -6 01 0,0 1 =2
00 —-6|0 0 —6 00 1,0 0 1

im linken Block bereits eine obere Dreiecksmatrix, deren zweite Zeile wir noch
durch 3 und deren dritte Zeile wir durch (—6) dividiert haben, um mit moglichst
kleinen Zahlen weiterrechnen zu kénnen. Addition des (—1)-fachen der dritten
Zeile zur ersten Zeile

10 0]-1 3 -2
01 0,0 1 =2
00 1,0 0 1

zeigt, dass in unserem Fall M (3) invertierbar ist und liefert damit durch Trans-
position des rechten Blockes die gesuchte Erzeugermatrix

-1 0 0
A= 3 1 0
-2 -2 1

des Prozesses. Um ein zugehoriges Schieberegister zu konstruieren, ben6tigen wir
das charakteristische Polynom x4(A) = =1+ A+ A2 = A3 = —(A = 1)2(A + 1).

Um den Vektor #(2) zu berechnen, beachten wir, dass die Rekursionsgleichung
das lineare Gleichungssystem A - (2) = ¢(3) liefert, das durch die Blockmatrix

-1 0 0]1

3 1 0]0

-2 -2 1|1

kodiert wird und durch nochmaliges Anwenden des Eliminationsalgorithmus
geldst wird. Addition des 3-fachen der ersten Zeile zur zweiten und des (—2)-
fachen der ersten zur dritten liefert

lesen wir im rechten Block ab. Natiirlich ist das vorliegende System nur deshalb
reversibel, weil seine Systemmatrix A invertierbar ist, wie wir im linken Block
erkennen. Tatsiichlich ist 7(2) = A~ - 7(3). O
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Wir wollen mit den folgenden Beispielen die entwickelten Methoden an eini-
gen typischen Beispielen zusammenfassen und auf einige zusétzliche Aspekte
hinweisen.

Beispiel. Der Italiener Leonardo de Pisa, bekannt unter dem Ubernamen Fibo-
nacci'®, untersuchte die Nachkommenschaft eines Kaninchenpaares, die ausser-
ordentlich gross ist, wie sich vielleicht schon herumgesprochen hat. Zur qualita-
tiven Untersuchung der Anzahl f(k) Kaninchenpaare, die am Anfang der k-ten

Zeiteinheit leben, machen wir die folgenden Modellannahmen:

1. Am Anfang der ersten Zeiteinheit lebt ein einziges, neugeborenes Kanin-
chenpaar (9).

2. Jedes neugeborene Kaninchenpaar wird nach der Pubertét von einer Zeit-
einheit geschlechtsreif ().

3. Jedes geschlechtsreife Paar bringt nach jeder Zeiteinheit ein weiteres Paar
zur Welt.

4. Kaninchen leben ewig.

Unter diesen Annahmen wird das urspriinglich vorhandene Paar?® am Anfang
der zweiten Zeiteinheit gebérfihig und gebiert am Anfang der dritten Zeiteinheit
ein weiteres Paar. Auch am Anfang der vierten Zeiteinheit bringt das urspriing-
lich vorhandene Paar ein neues Paar zur Welt, wie der folgende Stammbaum
zeigt.

Aus dem Fibonacci-Baum entnehmen wir folgende numerische Information:

k 1 2 3 4 5 6
fB)||1le 1& l1o+ld 16420 2043® 36 +5P

Bezeichnen wir mit y;(k) die Anzahl juveniler (&) und mit y(k) die Anzahl
erwachsener (@) Paare am Anfang der k-ten Zeiteinheit, erhalten wir fiir die
gesuchten Zahlen

(k) = y1(k) + y2(k)

fiir kleine k die folgenden numerischen Werte:

[k 1 2 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 -]
pi(k)JT 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 B89 144
yo(k) JO 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233
Jk) 1T 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377

Diese Folge hat es, neben den Werbereien der Kramer, als Warnung an die
explodierende Menschheit, sich nicht weiter wie Karnickel zu vermehren, bis in
die Halle des Ziircher Hauptbahnhofs geschafft.

Zur Berechnung weiterer Werte dieser Folge benéGtigen wir eine Einsicht in die
Struktur dieses Problems, die sich als Wachstumsgesetz in Form einer Rekursions-
formel fiir die gesuchte Folge manifestieren wird.

19 Verballhornung von filius Bonacci; 1170 — 1240.
20Wer will, kann die Mannchen unterdriicken und sich auf die Weibchen beschrinken.
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SN
AT A
TAAT A

Abbildung 2.6: Stammbaum einer Kaninchen-Population.

Satz. Die Fibonacci-Zahlen erfiillen die beriihmte lineare Rekursion

Flk+2) = (k) + f(k 1), £(0)=0,f(1) =1

Es handelt sich zweifelsfrei um die einfachste nicht triviale lineare, homogene
Rekursionsgleichung mit konstanten Koeffizienten, die deshalb fiir didaktische
Zwecke besonders gnstig ist.

Beweis. Ein Blick in den Kaninchenstall am Anfang der (k+ 1)-ten Zeiteinheit
zeigt, dass dann definitionsgeméiss genau f(k + 1) Kaninchenpaare vorhanden
sind. Von diesen sind genau f(k) geschlechtsreif, ndmlich diejenigen, die schon
am Anfang der k-ten Zeiteinheit gelebt haben. Genau sie werden also am An-
fang der néchsten Zeiteinheit ein junges Paar zur Welt bringen. Die Anzahl
f(k+2) am Anfang der (k + 2)-ten Zeiteinheit setzt sich aus der Anzahl f(k)
Paare zusammen, die am Anfang der (k + 2)-ten Zeiteinheit geboren werden,
zuziiglich zu den f(k + 1) iiberlebenden Paaren der vorherigen Zeiteinheit. Aus
dieser Uberlegung ergibt sich die behautptete Rekursionsformel, die als mathe-
matisches Modell dieser Geschichte aufgefasst werden kann.

Man kann mit Hilfe der gegebenen Information auch gleich ein lineares Gleichun-

gungssystem erster Ordnung fiir die beiden Folgen y; (k) und y2 (k) angeben. Auf
Grund der Modellannahmen gilt:

{ y1(k+1) ya(k)
ya(k+1) = wi(k) +y2(k)
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Daraus ergibt sich fiir f(k) = y1(k) + y2(k) durch Einsetzen

fk+2) = pn(k+2)+ye(b+2)=y2(k+1)+yi(k+1)+y2(k+1)
flk+1) +y1(k) +ya(k) = f(k+ 1)+ f(k)

die behauptete Rekursionsgleichung zweiter Ordnung. |

Dieses Wachstumsgesetz besagt, dass am Anfang einer Zeiteinheit gerade so
viele Kaninchenpaare vorhanden sind, wie in den beiden vorangehenden Zeit-
einheiten zusammen und erméglicht es im Prinzip, beliebige Werte unserer Folge
zu berechnen. Die gefundene Rekursion gilt auch fiir £ = 0, falls man die An-
fangsbedingung f(0) = 0 benutzt. Es ist also bequem anzunehmen, dass zur
Zeit k = 0 keine Kaninchenpaare vorhanden waren.

Je nach beabsichigter Anwendung wird die Fibonacci-Folge gelegentlich durch
andere Anfangsbedingungen festgelegt. Oft benutzt man etwa die Anfangsbe-
dingung z(0) = 1 und z(1) = 1 bzw. y(0) = 1 und y(1) = 2 und erhilt
dann selbstverstéandlich die verschobene Fibbonacci- Folge z(n) = f(n + 1) bzw.
y(n) = f(n+2). Im Baum wird dabei einfach die Wurzel nach unten verschoben.

In der Kombinatorik interessiert man sich beispielsweise fiir die Anzahl Moglich-
keiten, eine total geordnete n-elementige Menge in Blocke der Grosse 1 oder 2
zu zerlegen. Beispielsweise erhilt man fiir n = 4 die folgenden z(4) = f(5) =5
Blockstrukturen

.|.|.|.’ ..‘.|.7 .‘.|.., .|..|.7 ..|..

Diese x,, = f(n+1) Blockstrukturen entsprechen eindeutig der Anzahl Moglich-
keiten, die natiirliche Zahl n als Summe von 1 und 2 zu zerlegen, wobei wir
verschieden Reihenfolgen der Summation beriicksichtigen. Beispielsweise ent-
sprechen fiir n = 4 obige Blockstrukturen den Summenzerlegungen

1+1+141, 24141, 14142  14+2+1, 2+2

In der Kombinatorik spielen die Fibonacci-Zahlen auch deshalb eine Rolle, weil
die Anzahl Teilmengen der k-elementigen Menge {1,2,3,...,k}, die kein Paar
benachbarter Zahlen enthalten, durch y(k) = f(k+2) abgezihlt werden kénnen.
Beispielsweise hat die 3-elementige Menge {1,2,3} die folgenden 23 = 8 Teil-
mengen:

0, {1}, {23, {3} {12}, {13}, {23} {1,2,3}

Unter ihnen erfiillen die unterstrichenen 3 Teilmengen die Zusatzbedingung
nicht, so dass also insgesamt y(3) = f(5) = 5 Teilmengen mit dieser Eigen-
schaft existieren. Von den zugehorigen 22 = 8 Biniirzahlen der Liinge k = 3

—

000, 100, 010, 001, 110, 101, 011, 1

sind die unterstrichenen 3 durch die Zusatzeigenschaft charakterisiert, dass in ih-
nen 2 aufeinanderfolgende 1 vorkommen. Daher liefert die verschobene Fibonacci-

Zahl y(3) = f(5) = 5 die Anzahl Bin#rzahlen der Linge k = 3, in denen keine

zwei aufeinanderfolgende 1 vorkommen?'.

21 Allgemeiner kann man zeigen, dass die Anzahl Binérzahlen der Linge k, in denen keine ¢
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Als weitere moglich Anwendung der Fibonacci-Folge erwihnen wir die Worter
der Sprache F iiber dem Alphabet {A, B}, die wir durch simultanes Anwenden
folgender grammatikalischer Transformationsregeln erkléren:

A~ B
B~ AB

Beginnen wir nun auf das einbuchstabige Anfangswort wy = A diese Substitui-
onsregeln anzuwenden, generieren wir der Reihe nach die Worter der Sprache

F C{A,B}*

k W k W

1 A 5 ABBAB

2 B 6 BABABBAB

3| AB || 7 ABBABBABABBAB

4| BAB |8 | BABABBABABBABBABABBAB

Offensichtlich besteht das Wort wy aus f(k) Buchstaben, ndmlich y; (k) viele
A’s und ys(k) vielen B’s. Man beachte, dass das Wort wy, im Fibonacci-Baum
in der Zeile k auftritt, falls man den Buchstaben A durch das Symbol & und
den Buchstaben B durch das Symbol @ ersetzt.

Damit ist die Modellierung bzw. die Motivation fiir die zu betrachtete Folge
abgeschlossen und wir kénnen uns nun mit Mathematik befassen.

Man beachte, dass die gefundene Rekursionsgleichung linear homogen mit kon-
stanten Koeffizienten ist und die zugehorige charakteristische Gleichung

M =\+1, 1+A=X2=0

zweiter Ordnung lautet. Daher kann die Fibonacci-Folge durch das simple Schie-

beregister
o]

produziert werden. Obwohl in diesem Beispiel die Rekursionsgleichung bloss
eine einzige Addition enthélt, diirfte es nicht ohne weiteres moglich sein, fiir die
Zahlenfolge f(k) eine explizite Formel zu erraten, die fiir theoretische Zwecke
niitzlich wére. Dazu bendtigen wir die Eigenwerte. Quadratische Ergénzung
liefert zur charakteristischen Gleichung die Scheitelform

3y e

aufeinanderfolgende 1 vorkommen, durch die Fibonacci-Folge t-ter Ordnung f[*! (n) gegeben
ist, die durch die Rekursion

fMn+t)y=flm+t—1)+ fMm+t—2)+-- + fl(n)
der Ordnung t gegeben ist. Deshalb betrdgt die Wahrscheinlichkeit, dass eine 100-stellige

Binérzahl keine 6 aufeinanderfolgende 1 (oder aus Symmetriegriinden 0) hat, etwa 45% und
fiir eine 200-stellige Bindrzahl betrigt sie etwa 3%.
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aus der die beiden gesuchten irrationalen Eigenwerte

1 ) 1—-+/5
= +2\[ ~1.618..., Ay = 2\f ~ —0.618...

sofort abgelesen werden konnen. Fiir sie gilt nach dem Ausmultiplizieren des
faktorisierten charakteristischen Polynoms

At

(/\ — )\1)(/\ — /\2) =)\ - (/\1 + )\2) + Ao

durch Koeffizientenvergleich die Beziehungen A1 + Ao =1 und A1 - Ao = —1.

Mit diesen Eigenwerten erhalten wir sofort die beiden speziellen Basislosungen

AR =M, fa(k) =N

unserer Differenzengleichung, wie man durch Einsetzten leicht bestétigt. Es sind
die beiden einzigen nicht trivialen Losungen, die als Exponentialfunktion be-
schrieben werden kénnen, wie man mit Hilfe des Exponentialansatzes f(k) = A\
leicht bestétigt. Die beiden Basislosungen gehoren zu den Anfangsbedingungen

f0)=1, fi(l)=X\
f2(0) =1, fa(1) = Ay

die noch nicht mit jenen der Fibonacci-Folge {ibereinstimmen. Um aus diesen
beiden Basislosungen die gesuchte Folge linear kombinieren zu kénnen, machen
wir wegen der Linearitit der Rekursionsgleichung fiir ihre allgemeine Losung
den Ansatz

f(k) = c1fi(k) + cafo(k) = c1 A} + co NS

und miissen nun die Koeffizienten c1,co so bestimmen, dass die gewiinschten
Anfangsbedingungen f(0) = 0 und f(1) = 1 erfiillt sind. Der Ansatz liefert fiir
k=0 und k =1 das lineare Gleichungssystem

k=0: c1+ =0
k=1: Mcp+Xea=1

mit der eindeutigen Losung

1 1 V5 1 1 V5
5

7:7:77 Co = =
M—X 5 5 D VD VY

Daher hat die Fibonacci-Folge die explizite Beschreibung

=L g o (L) LBy

wie man nun nachtréiglich durch Einsetzen in die Rekursionsgleichung verifiziert.
Das Erstaunliche an dieser expliziten Formel fiir die Fibonacci-Folge ist, dass
sich fiir jede natiirliche Zahl k die irrationalen Terme gegenseitig so aufheben,
dass am Schluss ein ganzzahliger Wert entsteht!

C1 =

Um nun mit dieser Formel das Wachstum der Kaninchenpopulation numerisch
zu untersuchen, berechnen wir einige konkrete Werte. In der folgenden Tabelle
listen wir die beiden Summanden

V5 V5 (1 +5 ) k V5

eh) =5 M= (3

z(k) :7?.)\15 _ 7§.<172\/3>k
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der gefundenen Formel separat auf und erhalten die numerischen Werte:

[ et) | 2(k) [ J0R) = (k) +2(k)
0 0.447... —0.447... 0
1 0.723... 0.276. .. 1
2 1.170... —-0.170... 1
3 1.894... 0.105... 2
4 3.065... —0.065... 3
5 4.959... 0.040... 5
6 8.024... —-0.024... 8
71 12.984 ... 0.015... 13
8| 21.009... —-0.009... 21
91 33.994... 0.005... 34

Offenbar liegt der erste Summand e(k) in der N&he der Zahl f(k) und der
zweite Summand z(k) korrigiert die Abweichung. Er oszilliert um 0 und wird
betragsmiissig sehr rasch klein. Daher gilt also die Naherungsformel

J) ~ek), T 2(k) =0

Das Wachstumsverhalten wird durch den ersten Summanden bestimmt und die
Kaninchenpopulation wichst exponentiell. Das typische explosive Verhalten der
Population entnimmt man dem Graphen der Fibonacci-Folge.

15000
12500
10000
7500
5000

2500

Abbildung 2.7: Graph der Fibonacci-Folge f (k).

Nach zwei Jahren sind also f(24) = 46’368 Kaninchenpaare vorhanden.

Um die Qualitdt der Approximation beurteilen zu kénnen, vergleicht man den
exakten ganzzahligen Wert f(100) = 354'224/848'179'261'915'075 mit der Nihe-

rung
e(100) = 3.54224848179261915075 - 10%°

Der Fehler ist von der Gréssenordnung z(100) = 5.6 - 10722 der fiir die meisten
praktischen Zwecke vernachlissigt werden kann.

Auf Grund dieser Naherung gilt sogar
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Daher lisst sich der ganzzahlige Wert f(k) exakt berechnen, falls ein geniigend
genauer Wert der irrationalen Zahl v/5 zur Verfiigung steht.

Betrachten wir die Fibonacci-Quotienten

p(k) = AL

Flk+1)
Diese Zahl kann wegen p(k) = % im urspriinglichen Modell als Anteil (Wahr-
scheinlichkeit) der geschlechtsreifen Paare m k-ten Monat interpretiert werden.

Entsprechend kann 1 —p(k) = ‘733((5)) als Anteil der juvenilen Paare interpretiert

werden. Die numerischen Werte

k| f(k) f(k+1) p(k) 1—p(k) r(k)

of o 1 0 1 -

1] 1 1 1 0 1

2| 1 2 3 =05 |3 =05 2

3| 2 3 2 =0.666 | + =0333| 2 =15

41 3 5 3 =06 |2=04 |3 =1.666
50 5 8 5 =062 2 =0375| 2 =16

6 8 13 £ =0615| 3 =0385| 12 =1.625
7 13 21 $3=0619 | £ =0.381| 21 =1.615
8| 21 34 2L =0.617 | 32 =0.383 | 31 =1.619
9| 34 55 | 22 =0.618 | & =0.382 | 28 = 1.617

suggerieren, dass diese Anteile am Anfang stark schwanken und sich dann schnell
einem Grenzwert nidhern. Dieses Verhalten erkennt man besonders anschaulich
am Histogramm von p(k).

Abbildung 2.8: Histogramm des Anteils geschlechtsreifen Paare.

Um diese Vermutung zu bestétigen, brauchen wir zunichst einen Kandidaten

fiir den gesuchten Grenzwert. Dazu beschreiben wir die Folge der Anteile mit
Hilfe einer Rekursion. Definitionsgeméss ist

k+1 k+1 1 1

oo 1)~ 1D S+ e

fE+2) ~ fr D+ FR) 1 B0 T Tap(k)

Ein Blick auf diese Rekursion zeigt, dass sie nicht linear ist.
Falls die Folge p(k) tatsichlich gegen einen Grenzwert z konvergiert, so muss
dieser Grenzwert die Fixpunktgleichung
1
1+

xr =
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erfiillen, die nach dem Umstellen zur quadratischen Gleichung

1\2 1 5
P 4r=1, bzw. <x+§> =14+-=-

wird. Sie hat die beiden reellen Losungen

-1 5 —1—-+/5
:#:—Agmo.m&.. :vgzi\f:—)\lz—lﬁw

X1 B)

Esgilt 1 + 20 = 21 - 20 = —1.
Die zweite Losung ist fiir unsere Zwecke auf Grund des Vorzeichens unbrauchbar.
Daher kommt also fiir den gesuchten Grenzwert hoéchstens

—1+45
T:7

> 0.618

r1 =

in Frage. Diese Zahl erfiillt definitionsgeméss die Fixpunktgleichung

1

= , 24r—1=0
1+7

T

Auch die oben gefundene asymptotische Beschreibung der Fibonacci-Zahlen legt
diesen Grenzwert
f(k) e(k) AP

p(k) =

nahe. Um nun zu zeigen, dass die Folge p(k) tatsiichlich diesem Grenzwert 7
zustrebt, berechnen wir zunéichst die Abweichung |7 — p(k)|. Auf Grund der
Rekursion von p(k) und der Fixpunkteigenschaft von 7 ist zunéchst

1 1 1 plk—1)—71

Tl pl—1) 147 14plk-1) (1+7n -(Q+pk-1)

T —p(k) =

DaO0<7und 0 <p(k—1)furk>1list,gilt 1 <1l+7und1<1+pk-—1).
Daher sind die beiden Faktoren des Nenners strikt positiv und wir erhalten fiir
die Abweichung die Abschiitzung (k > 1)

_ pk—1) 1| p(k—1) =7 _ |7 —p(k—1)|
|T_p(k)‘_(1+7)-(1+p(k—1))S 1+r 147

Wenden wir diese Abschétzung rekursiv an, erhalten wir die gesuchte Abschétzung

r—pk =Dl _lr=pk=2)| _  _ lr=p@| _ r=p(D)

|7 —p(k)| < 1+7 = (14712 < S (A+7)kF2 T (14 7)k1

Da im Nenner (147) > 1 ist, wird diese Abweichung mit wachsendem k& beliebig
klein und der Wert p(k) kommt der Zahl 7 tatsdchlich beliebig nahe. Diese
Tatsache beschreiben wir durch den Grenzwert

lim p(k) =71

k—o0

Insbesondere konvergiert also die Folge p(k) gegen den goldenen Schnitt 7.
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Abbildung 2.9: Geometrische Definition des goldenen Schnittes.

Diese irrationale Zahl 7 taucht in der Mathematik und in den Anwendungen
in diversen Fragestellungen oft und unerwartet auf. Sie spielt aus dsthetischen
Griinden eine Rolle in der Architektur und in der Kunst und in der Biologie
taucht sie beim Wachstumsverhalten vieler Populationen auf. Geometrisch sagt
man, eine Strecke werde im goldenen Schnitt geteilt, wenn sich die ganze Strecke
zum grosseren Abschnitt (Major) x gleich verhiilt, wie der grossere Abschnitt x
zum kleineren y (Minor).

Wiéhlen wir die Lidnge der Strecke als Einheit, so gilt definitionsgeméss die
Proportion 1: z :: x : y oder in moderner Sprache mit Briichen geschrieben

T
- =, r+y=1

T Yy

Daraus ergibt sich aber sofort durch Einsetzen und Umformen

1 T
- = , 1—x=2a°
T

dass x die charakteristische quadratische Gleichung des goldenen Schnittes erfiillt.
WEeil der goldene Schnitt als Grenzwert aufeinanderfolgender Glieder der Fibonacci-
Folge entsteht, hat er die regelméssige Kettenbruchdarstellung

1
1
1
1

14

T= =[0;1,1,1,1,1,.. ]
1+
1+

1+

aus der folgt, dass es sich um die irrationalste aller reellen Zahlen handelt, die
sich nur sehr langsam durch die Quotienten aufeinanderfolgender Fibonacci-
Zahlen rational approximiert werden kann. Auf Grund dieser Kettenbruchent-
wicklung vermutet man, dass der goldene Schnitt eine interessante Selbstéhn-
lichkeit hat. Um sie geometrisch leicht zu erkennen, geht man von einem golde-
nen Rechteck aus, dessen Seitenverhéltnis y : x der goldene Schnitt ist.

Um mit Hilfe von Zirkel und Lineal zu einer Strecke y eine Strecke 2 = AX zu
konstruieren, so dass y Minor und z Mayor sind, konstruiert man das Quadrat
AY iiber der Strecke y und beachtet, dass fiir den Mittelpunkt M von AB die
Bedingung d(M, X) = d(M,Y) gilt.

Schneidet man umgekehrt einem solchen goldenen Rechteck das grosstmogli-
che enthaltene Quadrat AY ab, bleibt ein Restrechteck XY iibrig, dessen Sei-
tenverhéltnis wiederum der goldene Schnitt ist. Durch Wiederholen dieser Ab-
schneideprozedur findet man eine unendliche Folge ineinandergeschachtelter gol-
dener Rechtecke. Mit Hilfe dieser Selbstéhnlichkeit kann man Quasikristalle und
chaotische Systeme konstruieren, die auf dem goldenen Schnitt beruhen.
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A M B X

Y
Abbildung 2.10: Geometrische Konstruktion des goldenen Schnittes.

Wir erwarten nun, dass die Folge der reziproken Fibonacci-Quotienten

flk+1)
rlk)=—+—, k>1

") ="

die der Rekursion
flk+2) _ f(k+1)+ f(k) f(k) 1
k 1) = = =1 =1 kE>1
k1) = 55D k1) TSV IRk
geniigt, gegen den reziproken Grenzwert
, 1 2 1++5
e T I

d.h. gegen den Eigenwert A1 konvergiert, der die Fixpunkteigenschaft erfiillt.

1
AM=1+—
1 + "
Man erhiilt sie durch Divison der charakteristischen Gleichung A\? = A+ 1 durch
A. Um auch diese Vermutung zu bestétigen, berechnen wir diesmal die Abwei-
chung |A; — 7(k)|. Auf Grund der Rekursion von r(k) und der Fixpunkteigen-
schaft von Ay gilt zunéchst fiir den Unterschied

ANoor(k—1) M-r(k—1)

)\1—7’(/€)=1+>\i1—(1+ﬁ)=1 1 r(k—1) =X\

Da 0 < Ay und 1 < r(k—1) fiir & > 2 ist, erhalten fiir die Abweichung die
Abschitzung

o= rt) = =)=l M=

k>2

Wenden wir diese Abschétzung rekursiv an, erhalten wir die gesuchte Abschéitzung

Ma—r(= Dl == _ A= r(2)

A —r(k) <
) £ PR < BB < B
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Da im Nenner A\; > 1 ist, wird diese Abweichung mit wachsendem k beliebig
klein und der Wert r(k) kommt der Zahl A\ tatséchlich beliebig nahe. Diese
Tatsache zeigt den Grenzwert

lim r(k) =\

k—oco
Diesen Sachverhalt hat zwar schon Kepler vermutet. Er konnte aber erst etwa

100 Jahre spéter exakt begriindet werden, als die besprochenen Zusammenhénge
klar wurden.

Dieser Grenzwert und seine approximierende Folge ldsst sich durch das elektri-
sche Netzwerk

g

physikalisch interpretieren, in dem alles Einheitswiderstinde sind. Bauen wir
an dieses Netzwerk, wie bei einer Leiter, weitere Sprossen an, indem wir ganz
rechts abwechslungsweise einen zusétzlichen vertikalen und dann einen weite-
ren horizontalen Widerstand einbauen, erhalten wir eine Folge von Netzwerken
der selben Art mit dem Gesamtwiderstand Rj. Natiirlich gilt Ry = 1 und die
Rekursionsgleichung

1
R =14+ —
k41 + i

Daher hat das zugehorige ,,unendliche® Netzwerk den Widerstand R = ;.

Die effiziente exakte numerische Berechnung der Werte f; hat es in sich. Selbst-
verstindlich kann man dazu die Rekursionsformel heranziehen und damit im
Prinzip ein einfaches rekursives Programm schreiben. Experimentiert man da-
mit, so stellt man fest, dass dieser Algorithmus schon fiir méssig grosse k sehr
langsam ist und der Aufwand zur Berechnung immer grosser wird. Um die Lauf-
zeit T}, dieses rekursiven Programms abzuschéitzen, wahlen wir die Zeiteinheit
so, dass T1 = 1 gilt. Auf Grund der Rekursionsformel gilt fiir die Laufzeit

Thyo 2> Ti + Tt

Das ist analog zur Rekursionsformel fiir die Fibonacci-Zahlen, nur ist hier das
Gleichheitszeichen durch ein Ungleichheitszeichen ersetzt. Die Komplexitat des
rekursiven Algorithmus zur Berechnung der Fibanocci-Folge wichst also min-
destens so stark wie die Fibonacci-Folge — also exponentiell! Der Algorithmus
zur rekursiven Berechnung der Fibonacci-Zahlen, der in vielen Programmier-
Lehrbiichern als Musterbeispiel fiir rekursives Programmieren dargestellt wir,
beweist seine eigene Unbrauchbarkeit!

Um abzuschétzen, wie lange eine solche Berechnung dauert, nehmen wir an, wir
hétten einen Supercomputer, fiir den die oben erwéhnte Zeiteinheit eine Nano-
Sekunde, d.h. 102 Sekunden ist. Dann ist mit dem frither bestimmten Wert
Tioo > 3.54 - 10%° . 1072 = 3.54 - 10! Sekunden. Da ein Jahr etwa 3.15 - 107
Sekunden hat, kommt man auf einen Zeitbedarf von iiber 10’000 Jahren.
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Das Problem mit dem rekursiven Algorithmus liegt offenbar darin, dass die
beiden Funktionsaufrufe unabhéingig voneinander durchgefiihrt werden und der
zweite nicht von den Zwischenergebnissen des ersten profitiert, so dass viele
Berechnungen mehrfach durchgefiihrt werden. Es ist zwar in diesem Beispiel
leicht moglich, den rekursiven in einen iterativen Algorithmus umzuschreiben,
der dann eine befriedigendere Laufzeit hat. Einen noch viel effizienteren Algo-
rithmus findet man allerdings, wenn man das besprochende Verdoppelungsver-
fahren verwendet.

Dazu bestimmen wir das zur Fibonacci-Folge gehoérige System von linearen
Differenzengleichungen. Wir definieren also mit den beiden Zustandsvariablen
y1(k) = f(k) und y2(k) = f(k + 1) in bekannter Manier den Zustandsvektor

7k) = ( A )

Die Rekursionsgleichung nimmt damit die Form

{ yi(k+1)= y2(k)
ya(k + 1) = y1(k) + ya(k)

an und kann mit Hilfe der Systemmatrix

_ 01 2,2
A_<1 1)6R

in matrizieller Form g(k+1) = A - g(k) beschrieben werden. Die Matrix A kann
als Begleitermatrix des charakteristischen Polynoms

XA =1+X-)°

aufgefasst werden. Es hat tatséchlich die Matrix A als Nullstelle. Der Zustand
7(k) kann mit Hilfe der Matrizenpotenz A* aus dem Anfangszustand

d’(?)eRQ

direkt in der Form ¢(k) = A* - @ berechnet werden. Der gesuchte Algorithmus
zur Berechnung der Fibonacci-Folge lduft also darauf hinaus, Matrizenpotenzen
zu berechnen, was mit dem Verdoppelungsverfahren effizient moglich ist.

Zur Berechnung der Potenz A'%° benétigen wir die Bingrdarstellung des Expo-
nenten. Es ist

100 = 64 + 32 + 4 = 26 +2° + 22 = (1100100)>

Nun berechnen wir die sukzessiven Quadrate A%’ fiir 1 < j < |log,(100)] = 6:
s (11
A= ( 12
4 a2 _ (2) _ 2 3
== () = (5 3)

o) (B2)
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16 420 (428)2 _ 610 987
AT =40 = (A ) o ( 987 1597

32 425 [ 2\2 1/346'269 2/178'309
AT =4 = (A ) a ( 2/178'309 3'524'578

464 _ 420 _ (A25)2 _ 6'557'470'319/842  10'610'209'857'723
o o a 10'610'209'857'723  17'167'680'177'565

Daraus erhalten wir fiir die gesuchte Matrix A0 = A% A% . A% den Wert

218922/995'834/555'169’026  354/224'848'179'261'915'075
354'224’848'179/261'915’'075  573'147'844’013'817'084'101

Eine Rechnung, die auf einem PC keine messbare Zeit erfordert. Weil die zu
multiplizierenden und addierenden Zahlen immer grosser werden, wéchst die
Komplexitit?? schneller als O(logy(k)). Bei der Verwendung endlicher Kérper
in der Informatik fallen die Kosten der Grundoperationen allerdings kaum ins
Gewicht.

Zur Berechnung von f(100) berechnen wir den Zustand 3(100) = A% . g und
erhalten wegen der Anfangsbedingung a@ = €5 den zweiten Spaltenvektor

(100) = 354/224/848'179'261/915'075
Y ~ \ 573/147'844'013/817'084'101

Daraus lesen wir als erste Komponente den bereits frither angegebenen Wert
F(100) = 3547224'848'179/261’915'075 ab. Man beachte, dass wegen der spezi-
ellen Form des Anfangszustandes und der Symmetrie der Systemmmatrix der
Wert f(100) in der Nebendiagonalen von A% steht. Mit diesem Algorithmus
erfordert auch die numerische Berechnung des exakten Wertes von

F(1000) = 43'466'557'686'937'456'435'688'527'675'040'625'802'564'660' 517
371'780/402'481'729'089'536'555'417'949'051/890'403'879'840' 079’
255'169/295'922'593/080'322/634"775'209'689'623/239'873/322/ 471"
161/642996'440'906'533'187'938'298'969'649'928'516"003' 704’476’
137'795'166'849'228/875 ~ 4.3466 - 102%8

kaum messbare Zeit, obwohl der Autor diese Zahl lieber nicht an die Wandtafel
schreibt und schon gar keine Ahnung habt, wie sie heisst, weil Rémer und wohl
auch Kaninchenziichter selten mit solch riesigen Zahlen handieren.

Interpretieren wir die Systemmatrix der Fibonacci-Folge

-(51)

als Adjazenzmatrix des Fibonacci-Graphen

Q=05

22Die Addition k-stelliger Dezimalzahlen aus der Schule hat die Komplexitit O(k). Der
gewohnliche Multiplikations-Algorithmus fiir k-stellige Dezimalzahlen hat die Komplexitit

O(kz). Schénhage und Strassen zeigten mit Hilfe von FFT, dass die Multiplikation von k-

Bit-Zahlen eine asymptotische Komplexitit O (k log, (k) log, (loga (k))) hat.
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d.h. beschreibt a;; die Anzahl Kanten vom Knoten 7 zum Knoten j, so beschrei-
ben die Potenzen A* die Anzahl Weg der Linge k in diesem Graphen. Aus der

Matrix
5 (3 5
A7 = ( 5 8

lesen wir ab, dass es insgesamt 5 Wege der Linge 5 vom Knoten 1 zum Knoten
2 geben sollte. Sie werden explizit durch die Listen

122222252232 1-2232232—=>1—2,
1-2—-22—21—22-22 12223122222
1-2—21—-2—21-—=2.

beschrieben. Entsprechend sind die 3 Schleifen der Linge 5 des Knotens 1 ge-
geben durch

1-2—22—-52—-2—-1 1-52—-2—-1—-2—1,
1-2—-1—-2—-2—1.

Diese Wege vom Anfanszustand 1 aus im Fibonacci-Graphen lassen sich leicht
als Wege im zugehorigen Fibonacci-Baum verfolgen, in dem die eindeutig be-
stimmten Wege von der Wurzel zu einem der Knoten bijektiv den Wegen im
Graphen entsprechen. In der folgenden Figur lassen sich also sdmtliche Wege
der Linge hochstens 5 verfolgen.

Abbildung 2.11: Die Wege vom Anfangszustand 1 im Fibonacci-Automaten.
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Dieser Baum ist uns, mit einer etwas anderen Bezeichnung der Knoten, d.h.
© statt 1 und @ statt 2 als Stammbaum der Kaninchen-Population bereits
bekannt.

Will man zur effizienten Berechnung von f(k) den Weg iiber Matrizen vermei-
den, und direkt mit den Fibonacci-Zahlen arbeiten, muss man den mathema-
tischen Gehalt des Verdoppelungsverfahrens auf diese Skalare iibertragen und
bendtigt eine Verdoppelungsformel, mit der man dann die Fibonacci-Folge ef-
fizient berechnen kann. Um sie zu finden, gehen wir von der Vektorfolge zur
assozierten Matrizenfolge {iber und definieren mit Hilfe der Zustandsvektoren
die assoziierte Matrizenfolge

- - k k+1
P = (it g+ ) = (A0, 1)
Wir beachten, dass diese Matrizen die Rekursionsgleichung
F(k+1)=A-F(k), keN

erfiillt, weil ihre Spalten definitionsgemiiss der Rekursion g(k + 1) = A - ¢(k)
geniigen. Daher hat diese Matrizenfolge die explizite Beschreibung

F(k)=A*.F(0), k>0

Die hinter dem Verdoppelungsalgorithmus stehende zentrale Verdoppelungsfor-
mel

2
A%k — gk gk — (Ak:)
iibertragen wir nun auf die Matrizenfolge. Zunéchst ist
F(2k) = A?% . F(0) = (A* - A%) - F(0) = A% - (AF - F(0)) = AF - F(k)

Aus der expliziten Beschreibung F(k) = A* - F(0) erhalten wir durch Auflésen
nach A* die Beziehung
AR = F(k)- F71(0)

die wir oben einsetzen und schliesslich die Verdoppelungsformel
F(2k) = F(k)- F~1(0) - F(k)

fiir die assoziierte Matrizenfolge erhalten. Im konkreten Beispiel ist

”®=<?1>=A7 Fl@:(;lé)

und die gefundene Verdoppelungsformel F(2k) = F(n)- F~1(0) - F(k) nimmt in
Komponenten die Gestalt

( f(2k) f2k+1) )
fRE+1) f(2k+2)

(it fai2) (7o) (aty fals)
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an. Koeffizientenvergleich der ersten Spalten und Verwenden der Rekursion der
Fibonacci-Folge f(k +2) = f(k)+ f(k + 1) liefert die gesuchten Verdoppelungs-

formeln

{ f(2k) = 2f(k)f(k+1) = f2(k)
FRE+1) = fAE+1) = f(R)f(k+1)+ f(k)f(k+2)
Sie nehmen mit der Rekursion der Fibonacci-Folge f(k +2) = f(k) + f(k+1)
die Form
{ f(2k) = 2f(k)f(k+1) = f2(k)
fRE+1) = fik+1)+ f2(k)

Damit kann aus dem Paar (f(k), f(k+ 1)) direkt das Paar (f(2k), f(2k + 1))
berechnet werden, dessen erste Komponente die doppelte Nummer hat. Mit Hilfe
der Rekursionsgleichung kann daraus das Paar (f(2k + 1), f(2k + 2)) bestimmt
werden, dessen erste Komponente eine ungerade Nummer hat.

Diese Verdoppelungsformeln kénnen nun zur effizienten numerischen Berech-
nung der Fibonacci-Zahlen f(k) herangezogen werden, ohne dass Matrizen in
Erscheinung treten. Dazu geht man wie frither bei der Besprechung des Verdop-
pelungsverfahrens fiir Matrizen von der Bindrdarstellung

k= (bnbnfl...blbo)QZijQj, bj €Z27bn:1
§=0

der Nummer aus und definiert die approximierende Folge

n

km = (bnbn—l .- ~bm+1bm)2 = Z bj2ja 0<m<n

j=m

Es ist kg = k und k,, = 1 sowie

i _{ 2k +1 falls b, =1

2km+1 falls b,, =0

Daher kann man mit Hilfe der gefundenen Verdoppelungsformeln aus dem Paar
(f(2kps1), f(2km+1 + 1)) das Paar (f(kp), f(km + 1)) und bei Bedarf mit Hil-
fe der Rekursion das Paar (f(kn + 1), f(km + 2)) berechnen und erhélt durch
absteigende Iteration iiber m = n,...,0in n+1 Schritten das gesuchte Resultat
f(ko) = f(K).

Um zum Beispiel f(100) zu berechnen, gehen wir frither von der Binérdarstel-
lung

100 = 64 + 32 + 4 = (1100100)-

aus. Hier ist n = 6 und die approximierende Folge war

ke =1

ks = (1100)9 = 2k4 = 12
k‘5:(11)2:2k‘6+1:3 ko
k1
0

(11001)y = 2ks + 1 = 25
(110010) = 2ky = 50
(1100100), = 2k; = 100

kg = (110)y = 2ks = 6

k
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Wir berechnen aus dem Paar (f(0), f(1)) = (0,1) mit Hilfe der Verdoppelungs-
formeln die Paare der Tabelle

’ m ‘ b ‘ (f (), f(Emyi1)) ‘

(f(1), f(2)) = (1,1)

5 1 bs =11 (f(2),/(3) =(2,3)
(f3), f(4) = (3,5)

1[5 =0] (/(6). 7(7)) = (5.13)

3 b3 =01 (f(12), f(13)) = (144,233)

2 [ ba=11(f(24), f(25)) = (46368, 75025)
(f(25), f(26)) = (75025,121393)

1[5 =0 (f(50), f(51)) = (12586269025, 20365011074)

0 [ by = 0] (£(100), f(101)) = (354224848179261915075, 7)

und erhalten natiirlich den selben Wert f(100) wie oben. Diese Tabelle ldsst
sich durch das folgende Programm-Fragement realisieren, das man mit jenem
fiir die effizienten Berechnung von Matrizenpotenzen vergleiche.

function fib(k:integer) :integer;
var m,z,y,xx,t: integer;
begin
if £ <1 then return k; end;
z:=0; y:=1;
for m:=bitlength(k)-1 to 0 by —1 do
TT =T *T;
T:=2%T*xy —TXT;
Y:=xr+y*y,;
if bittest (k,m) then
t:=x;
T:=x+Y;
y:=t;
end;
end;
return z;
end.

Die Variablen x und y enthalten also nach jedem Schleifendurchgang mit dem
Index m die Werte f(k,,) und f(k., + 1). Natiirlich braucht dieses Programm
zur Berechnung von f(k) nur O(log,(k)) viele Multiplikation und Additionen.
Theoretische Einsichten haben einen effizienten Algorithmus geliefert.

Um schliesslich die Matrizenpotenz A* durch eine explizite Formel zu beschrei-
ben, benétigen wir die bereits bestimmten Eigenwerte

1+v5 _1-v5
2 2T

von A. Weil A als Begleitermatrix des charakteristischen Polynoms aufgefasst
werden kann, ergeben sich die beiden zugehorigen Eigenvektoren

L (1 (1
1 — )\1 ) Vg = )\2

AL =
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sofort aus den oben angegebenen Anfangsbedingungen der beiden Basislosungen
71(k) = A} und x4(k) = A5. Wie man leicht kontrolliert, erfiillen sie nimlich die
Eigenwertgleichung A - ¥; = A0, = 1,2.

Mit Hilfe der Eigenvektoren bilden wir nun die invertierbare Matrix

o (11 L1 Ay -1
X_(vlaUQ)_<A1 )\2>7 X _)\2—A1<_)\1 1>

Koordinatentransformation in die Eigenbasis liefert die Diagonalmatrix

I AP VI
A=X AX_<O "

mit den Eigenwerten in der Diagonalen. Durch Auflésen ergibt sich daraus die
Diagonalisierung der Systemmatrix

A=X-A-X!

und schliesslich die Matrizenpotenz als Teleskopprodukt

k k k k
A x ok xto L <>\1/\2—>\2>\1 PUBDY. )

A= Aa A A (AR — k) AR\

Durch Multiplikation mit dem Anfangszustand erhalten wir

) = AEa 1 MAE — Ao )E PUIDY. (o
A= A2\ A oAl — Ab) AR \BEL 1

1 AF =S
A1 — A2 )\’fH - /\’2Cle

Die erste Komponente des Zustandes ¢(k) liefert definitionsgemiiss

V5 V5
5 5

f(k)_/\l_)\g_ﬁ'l \/5

.)\71@_ .)\’26

was wegen \; — Ao = /5 mit der oben bereits hergeleiteten expliziten Formel
iibereinstimmt.

Aus dem asymptotischen Verhalten der Eigenwerte

lim A} = oo, lim A5 =0
k—oc0 k— o0
erhalten wir fiir die Matrizenpotenz mit \; - Ao = —1 asymptotisch

Ak )\lf —Aa 1
AL — A2 1 A

In unserem numerischen Beispiel erhalten wir die N&dherung

4100 2.18922995834555169026 - 102 3.54224848179261915075 - 102°
3.54224848179261915075 - 102 5.73147844013817084101 - 102°
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die man mit dem exakten Wert vergleiche. Die explizite Formel nimmt asympto-
tisch die Naherungsform

M

f(k) ~ Ny

e(k)

an, die wir auch bereits kennen. Die Explosion der Population ist eine Konse-
quenz des Umstands, dass fiir den betragsgrossten Eigenwert [\ > 1 gilt. Fiir
den Fibonacci-Quotienten bzw. den reziproken Fibonacci-Quotienten erhalten
wir asymptotisch

s = A0 o = O

f(E+1) N f(k)
was wir auch bereits wissen.
Obwohl theoretische Physiker immer mehr iiberzeugt sind, dass Zeitintervalle,

die kiirzer, als die sogn. Planck-Zeit tp = |/ 2¢ ~ 5.391 - 10~#* [s] sind, keinen

Sinn machen, glauben die Analytiker statt an einen diskreten an einen kontinu-
ierlichen Zeitverlauf und wiirden sich daher statt fiir die Losung der diskreten
Rekursionsgleichung f(k+2) = f(k+1) + f(k) fir die Losung der linearen,
homogenen autonomen Fibonacci-Differentialgleichung

f'=r+f  f'=f—-f=0, f(0)=0f(0)=1

interessieren. Um die Losung dieses Anfangswertproblems zu finden, wiirden sie
analog zum diskreten Fall vorgehen und zunéchst fiir die gesuchte Losungsfunk-
tion ¢t — f(t) den Exponentialansatz

(1) = e

machen. Setzt man ihn in die Differentialgleichung ein, stellt man fest, dass A
eine Nullstelle des selben charakteristischen Polynoms

XA =1+ — )2

sein muss, das wir bereits im diskreten Fall benutzt haben. Daher kommen auch
im kontinuierlichen Problem als mogliche Eigenwerte nur die beiden uns bereits
bekannten irrationalen Zahlen

1 1—
= +2\/5 ~ 1.618..., Ao = 2\/5 ~ —0.618

A

in Frage. Die beiden Basislosungen fi(t) = et und fo(t) = e*** erfiillen al-
so nach Konstruktion die Differentialgleichung und es sind die beiden einzigen
Losungen, die in Form einer Exponentialfunktion geschrieben werden kénnen.

Sie erfiillen die Anfangsbedingungen
[i(0) =1, fi(0) =\
f200) =1, f3(0) = X

die noch nicht mit jenen des Anfangswertproblems iibereinstimmen. Deshalb
kombinieren wir die gefundenen Basislosungen linear und machen fiir die ge-
suchte allgemeine Losung den Ansatz

F(t) = e fi(t) + cafolt) = creM’ + cpe’
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Dabei handelt es sich wegen der Linearitit der Differentialgleichung fiir eine
beliebige Wahl der beiden Konstanten ¢; und ¢ um eine Losung der Differen-
tialgleichung. Diese Konstanten sollen nun so bestimmt werden, dass auch die
gewiinschte Anfangsbedingung f(0) = 0 und f’(0) = 1 erfiillt ist. Einsetzen
liefert das selbe lineare Gleichungssystem

ci+ c=0
Acy + Ao =1
wie im diskreten Fall. Es besitzt die uns bereits bekannte eindeutige Losung
1 1 V5 1 1 NG
= = —— = —_, Co = =
M—X 5 5 T A\ V5 5

Daher hat das Fibonacci-Anfangswertproblem die Losung

C1

Diese Losungsfunktion bzw. ihr zugehoriger Graph zeigt das bereits bekannte
exponentielle Wachstumsverhalten.

1x 108 -

800000 -

600000 -

Abbildung 2.12: Der Graph der Fibonacci-Funktion f(t).

Im Umgang mit Differentialgleichungen ist es zweckméssig, Differentialgleichun-
gen hoherer Ordnung durch ein System von Differentialgleichungen erster Ord-
nung zu ersetzen. Dazu definieren wir im vorliegenden Beispiel die beiden Zu-
standsvariablen y;(t) = f(¢) und y2(t) = f'(¢) und erkliren damit den Zu-

standsvektor
in=( 19 ) er

Die Differentialgleichung nimmt damit die Form des Systems

{ yi(t) = Ya(t)
ya(t) = y1(t) + y2(t)

an und kann mit Hilfe der Systemmatrix

_ (01 2,2
A_<1 1)€R
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in matrizieller Form ¢'(¢t) = A - 3(t) beschrieben werden. Fiir den Anfangszu-

stand erhalten wir
i= ( (1) ) € R?

Die Matrix A ist uns aus dem diskreten Fall bereits bekannt und beschreibt das
zugehorige Vektorfeld
y—A-g

Jeder Punkt 7/ des Phasenraumes R? beschreibt also einen Zustand des Systems.
Durch die vielen kleinen Pfeilchen der Figur wird geometrisch das momentane
Anderungsverhalten der Zustédnde beschrieben.

—

- <

[ ey
S EEEE
s AAAA
e s - - AAAA
[ ppA
NN fAA

f bt

}

N

2 2 A A RSO \
y oV o ) \\\\: NN
A P NN
yr oy /_,w"// O R
/ / / / / / ¥ N ¥ x e e o~ o~ o~
/ / / '// ¥ ¥ ¥ Ky e e« — <
/'/'/////) VN s s e a =

Abbildung 2.13: Vektorfeld der linearen Differentialgleichung 3'(t) = A - (t)
mit der Integralkurve durch den Anfangszustand (0) = a.

Durch die Differentialgleichung wird also zu jedem Punkt i € R? ein Vektor
A -y festgelegt; anschaulich beschreibt dieses Vektorfeld eine Strémung im Pha-
senraum. Die Losung der Differentialgleichung ¢ — ¢(t) beschreibt anschaulich
die eingezeichnete Bahn eines Korks, der im fett markierten Anfangszustand @
in diese Stromung geworfen und dann von ihr mitgenommen wird. In unserem
Beispiel erkennt man deutlich die beiden gestrichelt gezeichneten Richtungen,
die von den beiden Eigenvektoren aufgespannt werden. Es sind die beiden einzi-
gen geradlinigen Bahnkurven durch den Ursprung. Dass ihre beiden Richtungen
orthogonal zueinander sind, hingt damit zusammen, dass in diesem Beispiel die
Systemmatrix A symmetrisch ist. Offensichtlich néhert sich dieses System asym-
ptotisch diesen beiden geraden Bahnkurven.
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Wie wir gesehen haben, erhidlt man die Matrix A direkt als Begleitermatrix des
charakteristischen Polynoms

X)) =14+X =\

Auf Grund des Satzes von Cayley-Hamilton gilt in der Tat xa(A) = 0. Der
Zustand des Systems ¢(t) zur Zeit ¢ kann formal mit Hilfe des Propagators
et aus dem Anfangszustand @ direkt in der Form #(t) = e4* - @ bestimmt
werden. Der gesuchte Algorithmus zur Berechnung der Losung des Fibonacci-
Anfangswertproblems lduft also darauf hinaus, Propagatoren zu berechnen. Das
ist mit Hilfe der Exponentialreihe

A-F 1A 1A2 1A3 1A4 -y lAk
e’ =5r+ 1} + éi + gi + 1] + = 2{: zﬁ
=0

numerisch effizient moglich, weil diese Reihe fiir jede Matrix A sehr schnell
konvergiert. Im vorliegenden Fall liefern die Matrizenpotenzen von A

s (11 s (12 . (23
A(12’A23’A35
s (35 6 _ (5 8 . (8 13
A_(58’A_813’A_1321

mit den Fibonacci-Zahlen als Elemente fiir das Matrizenexponential den appro-
ximativen Wert siebter Ordnung

7 8989 3383
eAzzlAk:<5040 1680>:<1.78353... 2.01369...)
3383 1367
k! 28 B 2.01369... 3.79722...

und damit fiir den Zustand des System zur Zeit t = 1

2.01369. ..
o — A2
i) =e”-a ( 3.79722. . )
Diese numerischen Werte machen sich neben den Funktionswerten der bereits
bestimmten Loésung des Anfangswertproblems

f) = ?eh —~ ?e*z ~2.01432. ..
5 5
[l = g)‘le/\l - %AQW ~ 3.79825 . ..

gar nicht schlecht und konnen bei Bedarf durch Summation weiterer Terme der
Reihe beliebig verbessert werden.

Um die Differentialgleichung durch eine elementare Formel zu 16sen, miissen wir
den Propagator e1* symbolisch berechnen, was mit der besprochenen Diagona-
lisierung der Systemmatrix A leicht gelingt. Aus ihren bekannten Eigenwerten
1++5 1-+5

7 T

und den beiden zugehorigen Eigenvektoren

L (1 (1
1= )\1 ) V2 = )\2

A =
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bilden wir in gelaufiger Weise die Transformationsmatrix

o 11 . 1 Ay -1
X = - Xl __ -
(’U17U2) ( )\1 )\2 > ’ )\2 _ )\1 ( _)\1 1 )

Transformation in die Eigenbasis liefert die Diagonalmatrix

= _1. . = >\1 O
A=X AX_(O Ay

mit den Eigenwerten in der Diagonalen. Durch Auflésen ergibt sich daraus die
Diagonalisierung
A=X-A- X1

Fiir den Propagator der Diagonalmatrix A erhalten wir sofort

eMt 0
eAt = < O e}\zt )

und daher durch Transformation in die Eigenbasis den gesuchten Propagator

1 1 eMt 0 1 —X 1
At _ oAy -1 ) 2
e = X-e X < Al )\2 ) ( 0 e)\Qt > Al _ AQ ( Al -1 )
1 )\1€>\2t _ A26>\1t e)\lt _ e}\gt
= Al )\2 ( )\1)\2(6)\2t _ e)\1t> )\16)\1t _ )\26A2t )
Seine Eigenwerte sind also e*! und e*?! und er erfiillt wie erwartet die Differen-

tialgleichung (e?)’ = A - e4* sowie die Anfangsbedingung e’ = E. Fiir t = 1
erhalten wir die Matrix

a_ 1 Aperz — Mot M — e [ 178392 2.01432
T A L Aa(ed —eM) Ajet — Aget 2.01432 3.79825

die man mit der oben durch Summieren der Exponentialreihe berechneten Néhe-
rung vergleiche.

Durch Multiplikation mit dem Anfangszustand erhalten wir die Losung
1 )\ e)\gt _ )\ ek]t e)\lt _ e}\gt O
- _ At 2 1 2 .
yt)=e™ - d N < Ada(e2t — eMit)  \ ehit  \peet 1

1 e)\lt _ e)\zt
AL — Ay ( Arert — Agetat )
Die erste Komponente des Zustandes 7(t) liefert wegen A\; — Ay = /5 die frither

bereits bestimmte Losungsfunktion der Differentialgleichung

1 _ (e)\lt B e)\Qt) _ @ CeMt ﬁ Aot
A1 — As

1) = : :

und die zweite Komponente ist definitionsgeméss ihre Ableitung f”(t).

Aus dem asymptotischen Verhalten der Eigenwerte

lim A} = oo, lim A5 =0
k—o00 —00
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erhalten wir fiir den Propagator mit A\; - Ao = —1 asymptotisch

oAt ettt 2 1
A1 — A2 1 A1

Ein detailierter Vergleich der Resultate im diskreten bzw. im kontinuierlichen
Fall bei der Differenzen. bzw. der Differentialgleichung zeigt, dass in beiden
Fillen vollig analog vorgegangen wird und sich die entsprechenden Ergebnis-
se direkt iibertragen lassen. Um die Analogie weiter zu vertiefen, wollen wir
uns noch iiberlegen, wie wir die beiden Félle durch Diskretisieren ineinander
iiberfithren kénnen. Dazu Unterteilen wir die als kontinuierlich aufgefasste Zeit
so in k diskrete Zeitschritte der Linge At, dass t = k- At gilt. Um fiir alle k € N
die Diskretisierungsbedingung

k
oAt — ARAL _ (eA-At> —C*
zu erfiillen, miissen wir als Systemmatrix des zugehorigen diskreten Systems
C = eA-At

wéhlen, damit die Losung des diskreten Problems auf der Losungsfunktion des
kontinuierlichen Problems liegt.

Im Fall der Fibonacci-Differentialgleichung miissen wir bei einer gewéhlten Schritt-
weite von At = 1 fiir das zugehorige diskrete System die Matrix

O AL 1 Aperz — \peM e — er2
- = )\1 — )\2 )\1A2(€)\2 - Al) A16>\1 - )\26)\2

wéhlen. Ein Blick auf den oben gezeichneten Graphen der Losung f(t) der
Fibonacci-Differentialgleichung zeigt, dass die fett gezeichneten Punkte des dis-
kreten Systems (k) = C* - @ tatsiichlich fiir alle diskreten Zeiten k auf diesem
Graphen liegen.

Linearisiert man die Exponentialmatrix C', d.h. bricht die Exponentialreihe nach
dem linearen Term ab, erhilt man die Ndherung

C=e"P xE+ A At

Fiir die Differentialgleichung 3’ (t) = A - () erhalten wir die Niherungslosung
k
(k) = (E+A-At> @ k>N

von der wir erwarten, dass sie fiir festes t um so genauer wird, je kleiner At bzw.
je grosser k wird. Dieses Verhalten bestétigt man an Hand folgender Figur.

Die Punkte der Folge (k - At, 71 (k)) liegen am Anfang recht gut in der Néhe
der gesuchten Kurve und entfernen sich mit wachsendem k& immer weiter von
ihr. Der Naherungsfehler an der Stelle t = k - At ist proportional zu At. Er
verkleinert sich also, falls wir eine kleinere Schrittweite At wihlen. Fiir die
Figur sind Schrittweiten At = 0.1, At = 0.05 und At = 0.01 benutzt worden.
Im dritten Fall mussten zehnmal so viele Punkte berechnet werden, die dann
natiirlich nur ein zehntel so weit voneinander entfernt sind. Falls wir einen festen
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Abbildung 2.14: Losungskurve der Differentialgleichung f” = f’ + f mit den
Néherungen, die zu At = 0.1, At = 0.05 und A = 0.01 gehoren.

Zeitpunkt ¢ wihlen, so konvergieren die numerischen Approximationen jedoch
offensichtlich gegen den korrekten Wert f(¢), falls At = % beliebig klein, d.h. bei
festem ¢ die Nummer beliebig gross wird. In der Tat existiert der etwas heikle
Grenzwert und fiir den Propagator gilt die Darstellung als Grenzwert

lim (E+A~ E)k = et

k—o0 k
die auf Euler zuriickgeht und in der Schule unter der Rubrik stetige Verzinsung
abgehandelt wurde. Sie zeigt, dass die Losung autonomer linearer Differential-
gleichungen niherungsweise durch Matrizenpotenzen berechnet werden kann,
die duch die Rekursion

Gk+1)=(E+At-A)-gk), F0)=a

beschreiben werden kann. Im Gegensatz zur Potenzreihen-Darstellung

t2 3 =

=B 1At AT ATy =y A

) ’ k=0

ist sie jedoch zur numerischen Berechnung des Propagators ungeeignet, weil die

Folge sehr langsam konvergiert. In der numerischen Mathematik verwendet man
statt der Linearisierung von C oft die Ndherung vierter Ordnung

At)? At)3 At)?
OnEyiray B o (B 45 (A7 44
2! 3! 4!
und berechnet durch Potenzieren die Vektorfolge
At)? At)3 At)t
yk+1) = (E+At~A+ ( 2') A? + ( 3|) A3+%A4) -g(k), 7(0) = a

die als Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung bekannt ist. Sein Fehler ist pro-
portional zu (At)*. Eine Halbierung der Schrittweite berwirkt also, dass die
Fehler auf einen 16-tel reduziert werden. O
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Nachdem die bisher besprochenen Beispiele linearer Vektorfolgen die geometri-
schen Folgen vom skalaren Fall auf hohere Dimensionen verallgemeinern, wollen
wir nun auch die arithmetischen Folgen verallgemeinern.

Geometrische Folgen werden explizit durch Exponentialfunktionen und beim
Vorliegen komplexer Eigenwerte durch Kreisfunktionen beschrieben. Im Gegen-
satz dazu bendttigt man zur expliziten Beschreibung arithmetischer Folgen die
Polynome.

Diese drei Klassen reeller Funktionen entsprechen im kontinuierlichen Fall den
drei Prototypen linearer, autonomer, homogener Differentialgleichungen

f/ _ af, f// — —(.df, f(k+1) =0

wobei in jedem Fall nach ¢ abzuleiten ist. Ihre allgemeinen Losungen sind
k .
f(t) =ce™, f(t) = acos(wt) + bsin(wt) = Ccos(wt + ), f(t) = Z a;t’
j=0

Die freien Konstanten dienen zum Anpassen an die Anfangsbedingungen.

Wir besprechen nun die entsprechenden diskreten Versionen dieser fundamenta-
len Funktionsklassen und ihrer zugehorigen Differentialgleichungen bzw. Syste-
men von Differenzialgleichungen. Die zugehorigen Differenzengleichungen bzw.
Systeme von linearen, autonomen, homogenen Differenzengleichungen entstehen
beispielsweise beim Diskretieren der zugehorigen Differentialgleichungen und
sind zur numerischen Berechnung von Naherungslosungen erforderlich. Die zur
vollsténdigen Behandlung solcher linearer autonomer Systeme erforderliche Jor-
dan’sche Normalform werden wir spéter, mit etwas mehr Erfahrung, zusammen
mit den Hauptvektoren, behandeln.

Waéhrend bei der geometrischen Folge, die durch die Rekursionsgleichung

Tp+1 = qTp

definiert ist, der Quotient aufeinanderfolgender Glieder konstant ist, und die
Differenz

A(zy) = Tpt1 — Tn = qTp — Ty, = (¢ — Dy, = azy,
proportional zum Momentanzustand ist, ist die Differenz bei den arithmetischen

Folgen konstant und daher verschwindet fiir sie die zweite Differenz, d.h. die
Differenz der Differenz. Fiir eine arithmetische Folge z,, gilt also

A(zy) = Tpe1 — Tp = d, A%(z,) =0

Das typische Verhalten einer arithmetischen Folge erkennt man in der folgenden
Figur an Hand der Folge der geraden Zahlen z,, = 2n.

-~ —

o ' Iy ' ' ' T ' Tn41
Diese arithmetische Folge mit der Differenz d = 2 wird in der Schule meistens
als 2-er Reihe bezeichnet, weil es sich um die Summenfolge der konstanten Folge
¢n, = 2 handelt, da A(x,) = ¢, gilt.

Beispiel. Physiker wiirden in diesem Zusammenhang von einer gleichférmigen
Bewegung des Punktes reden, weil er in gleichen Zeitetappen der Lénge T die
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selbe Distanz d zuriicklegt. Den Quotienten v = % wiirden sie als Geschwin-

digkeit bezeichnen. Um die Geschwindigkeit zu messen, miissen also eine Linge
und eine Zeitdauer gemessen werden.

Gleichférmige Bewegungen stehen in engem Zusammenhang mit harmonischen
Schwingungen mit einer festen Frequenz f.

N /N I
NN

Abbildung 2.15: Aufzeichnung einer harmonischen Schwingung.

Die feste Zeitdifferenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Maxima betrégt T' =
1 und wird als Periodendauer bezeichnet. Die Zeitdifferenz zwischen aufeinan-
derfolgender Nulldurchgéngen, die auch eine arithmetische Folge bilden, betrigt

die halbe Periodendauer %

Bezeichnet x,, den in den ersten n Etappen insgesamt zuriickgelegten Weg, so
gilt fiir eine gleichférmige Bewegung definitionsgeméss

Alzy) =Tpt1 —2p =d
die sich auch als Rekursionsgleichung erster Ordnung

Tpy1 = Tp +d

schreiben ldsst. Definitionsgemiss gilt die Anfangsbedingung z; = d.

Weil diese Rekursion nicht homogen ist, lésst sie sich nicht direkt durch ein
Schieberegister realisieren. Zu diesem Zweck bilden wir ihre zweite Differenz,
d.h. die Differenz der Differenz und erhalten die Differenzengleichung zweiter
Ordnung

AQ(CCVL) = A($n+1) - A(Z‘n) = («In+2 - 177L+1) - (xn-&-l - xn)

= Tp42 — 2$n+1 +z, =0
die als lineare, autonome homogene Rekursionsgleichung zweiter Ordnung
Tpto = 2Tp41 — Tn, 1 =d,xo =2d

aufgefasst werden kann. Diese lineare Rekursionsgleichung zweiter Ordnung lasst
sich mit dem charakteristischen Polynom

X)) =1—=2X+ 2% = (1 - \)?

und der Begleitermatrix
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durch das lineare Schieberegister

2d =

erzeugen. Fiir d = 1 liefert dieses Schiebregister die Folge der natiirlichen Zahlen
, = n, mit der das Unternehmen Mathematik in unserer Kindheit angefangen
hat. Die 2-er Reihe aus der Schule ergibt sich fiir d = 2.

Man beachte, dass A den doppelten Eigenwert A = 1 hat. Zur Bestimmung des
Eigensystems gehen wir deshalb von der Matrix A — F aus und suchen nun
moglichst viele unabhéngige nichttriviale Losungen fiir das lineare Gleichungs-
system (A—E)-% = 0 bzw. fiir die Fixpunktgleichung A-% = @. Seine erweiterte

Matrix lautet
-1 110
-1 110

WEeil die beiden Zeilen iibereinstimmen, lautet seine allgemeine Lésung

()

Offenbar ist es in diesem Beispiel nicht moglich, zwei unabhéngige Eigenvektoren
zu finden. Wegen dieser Entartung ist die Matrix A nicht diagonalisierbar. In
diesem Beispiel ist es aber auch sonst leicht, fiir die Matrizenpotenz eine explizite
Formel zu finden. Etwas Probieren liefert die Vermutung

1-k k

k_

AT = ( —k kt1 )

die man durch Einsetzen in die Rekursionsgleichung der Potenz bestétigt. Fiir
solche entarteten Sonderfille muss man also die Eigenwerttheorie verallgemei-
nern und wird dabei statt zur Diagonalsierung zur allgemeineren Jordan’schen

Normalform J(A) gefiihrt fiir die man neben den Eigenvektoren noch die sogn.
Hauptvektoren benétigt.

Fiir die arithmetische Folge x,, ldsst sich auch ohne Diagonalisierung leicht eine
explizite Beschreibung finden. Mit dem Anfangsglied x; berechnet man mit Hilfe
der Rekursion die ersten paar Folgenglieder und vermutet die Beziehung

Tn =21+ (n—1)d

die man durch Einsetzen in die Rekursionsgleichung leicht bestétigt.

Beim der gleichformigen Bewegung gilt auf Grund der Anfangsbedingung =7 = d
und wir erhalten fiir den in den ersten n-ten Etappen zuriickgelegten Weg die
explizite Beschreibung

Ty =n-d
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Charakteristisch fiir die gleichférmige Bewegung ist die Tatsache, dass die sich
ergebene Geschwindigkeit v = % unabhingig von der Lange des Zeitintervalls T'
ist. Deshalb formuliert man dieses Resultate heute in kontinuierlicher, statt in
diskreter Sprache. Um die Werte fiir einen festen Zeitpunkt ¢ € R> zu erhalten,
teilt man die Zeit so in n gleich lange Intervalle der Liange T ein, dasst =n - T

bzw. n = % gilt.

Damit erhélt man fiir den mit Hilfe von ¢ ausgedriickten Gesamtweg die von T'
unabhéngige Beziehung

t
st)=n-d=n-v-T==-v-T=v-t
T
Der Graph dieser reellen Funktion ist eine Gerade durch den Ursprung mit der
Steigung v. O

Entsprechend verschwinden bei den hoheren arithmetischen Folgen hohere Dif-
ferenzen. Sie werden durch folgende Differenzengleichungen beschrieben.

Definition. Unter einer arithmetischen Folge k-ter Ordnung verstehen wir eine
Folge z,,, die der Differenzengleichung A*+1(x,,) = 0 geniigt.

Das folgende Beispiel spielt in der Geschichte der Physik eine zentrale Rolle, weil
es den historisch ersten Versuch beschreibt, physikalische Gesetze auf Grund von
experimentellen Beobachtungen und Messungen zu beschreiben.

Beispiel. Galilei?? hat sich 1590 mit der Frage beschiiftigt, welchem Gesetz die
Distanzen und die Zeiten beim freien Fall in der Ndhe der Erdoberfliche gehor-
chen, falls man den Luftwiderstand vernachléssigen kann (ideales Fallgesetz).
Dazu hat er Experimente durchgefiihrt?4, die man heute im Horsaal wiederholt.

Der Autor erinnert sich an ein Experiment, bei dem ein Holzstab, der mit weis-
sem Papier umwickelt und an einem Galgen aufgehéngt war und durch einen
Ausloser freigegeben wurde. Der Stab fiel dann frei durch einen feinen, in einer
Ebene kreisenden Tintenstrahl zu Boden. Der Strahl spritzte aus der seitlichen
Diise eines sich mit der festen Frequenz f gleichféormig drehenden Tintenfasses.
Die qualitative Auswertung des Experimentes ergab auf dem Papier eine Folge

von Tintenspritzern, die zwar in konstanten Zeitintervallen der Lénge T = %

231564 — 1642.

24 Aus heutiger Sicht ist man sicher, dass Galilei die meisten Fall-Experimente gar nicht wirk-
lich durchgefiihrt, sondern die Ergebnisse seinen theoretischen Vorstellungen angepasst hat.
Bemerkenswert ist der berithmte Fallversuch vom schiefen Turm zu Pisa, mit dem er vorgab
zu beweisen, dass die Fallgeschwindigkeit eines Gegenstandes von seinem Gewicht unabhéngig
ist und der die Ansichten des Aristoteles widerlegen sollte, wonach die Geschwindigkeit sich
proportional zum Gewicht verhilt. Hitte er dieses Experiment wirklich durchgefiihrt, ware
ihm aufgefallen, dass die gleich grosse Holz- und Eisenkugel, von denen bei ihm die Rede ist,
die Erde gar nicht gleichzeitig erreichen. Die ,Wiederholung® der Experimente ergab 1978,
dass die Eisenkugel etwas schneller als die Holzkugel fiel. Der Geschwindigkeitsunterschied
war zwar nicht proportional zum Gewichtsunterschied, wie Aristoteles angenommen hatte.
Galilei’s Vertrauen in seine Theorie war offenbar so stark, dass er die physikalischen Ge-
setzméssigkeiten zunéchst theoretisch herleitete und die Experimente — wenn schon — erst
danach durchfiihrte, um seine Hypothesen zu bestétigen und durch dieses Frisieren der Da-
ten nach dem Standard heutiger “political correctness” kurzerhand betrog. Nichts ist halt so
praktisch, wie eine gute Theorie.
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aufgespritzt wurden, deren Abstinde As aber dauernd zunahmen?®.

~—As—

Bei Wiederholung des Versuches mit einem Stab aus anderem Material, etwa
mit einem Eisenrohr, statt mit einem Holzstab, ergaben sich die selben Werte.

FEine Variante dieses Experimentes findet man im klassischen Lehrbuch der Me-
chanik von Mach beschrieben.

Eine berusste Glasscheibe falle frei vertikal nach unten, wihrend ein
horizontal schwingender Stift, der beim ersten Durchgang durch sei-
ne Gleichgewichtslage die Fallbewegung auslost, eine Kurve auf die
Glasscheibe zeichnet. Wegen der konstanten Schwingungsdauer des
Stiftes und der zunehmenden Fallgeschwindigkeit der Glasscheibe
werden die vom Stift aufgezeichneten Wellen immer lénger.

Das Experiment liefert die folgende typische Messkurve.

Abbildung 2.16: Aufzeichnung des freien Falls.

Offenbar steckt hinter den Absténden der Nullstellen dieser Kurve, die in glei-
chen Zeitintervallen durchlaufen wurden, ein einfaches Muster, das sich wie folgt
in Worte fassen l&sst:

1. Bei einer idealen Fallbewegung wéchst in den einzelnen Zeitintervallen der
zuriickgelegte Weg von einem Zeitintervall zum néchsten um den selben
Wert d.

2. Im ersten Zeitintervall betragt der zuriickgelegte Weg g.

Zur quantitativen Auswertung dieser beiden Beobachtungen benutzen wir mo-
derne Einheiten. Wir nehmen an, der Stift schwinge harmonisch mit der Fre-
quenz f = 25 [Hz|. Daher betriigt die feste Zeitdifferenz zwischen zwei aufeinan-
derfolgenden Nulldurchgédngen T = % [s]. Fiir die in der n-ten Zeitetappe der
Lénge T zuriickgelegten Distanzen x,, [cm] erhilt man (bis auf die unvermeid-

25Diese Experiment wiirde man wohl heute, um die Sauerei zu vermeiden, mit Hilfe von
Lichtschranken durchfithren, wobei Lichtstrahlen auf Photozellen gerichtet und durch den
vorbeifliegenden Stab unterbrochen und wieder frei gegebenen werden und dabei elektronische
Uhren steuern, an denen dann die benétigten Zeiten abgelesen werden kénnen.
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lichen Messfehler) die Werte folgender Tabelle:

’ n \ Tn, Ax,, Sn
101962 1-2]0.3924 4 0.1962 4
2 10588 3203924 d|| 0.7848 44
310981 54(0.3924 d|| 1.7658  9-4
4113734 74003924 d| 31392 16-4
5017658 9-9(0.3924 d|| 4.905 254
6 | 21582 11-4(0.3924 d|| 7.0632 36-4
7 125506 13-4 0.3924 d|| 9.6138 49-4
8 2943 15 0.3924 d| 12.5568  64-4
9 |3.3354 17-4(0.3924 d| 15.8922 81-4
10 | 3.7278 19-4 19.62  100-4

Zur mathematischen Formulierung dieser Gesetzmissigkeiten wihlen? wir als
Variable x,,, d.h. den in der n-ten Zeitetappe zuriickgelegten Weg, der im Gra-
phen dem Abstand der (n — 1)-ten Nullstelle zur niichsten entspricht. Dann gilt
auf Grund der ersten Beobachtung fiir den Unterschied die Differenzengleichung

A(xn) =Tn+1 — Tn = d
die sich auch als Rekursionsgleichung erster Ordnung

Tyl =xp +d

schreiben liasst. Die zweite Beobachtung liefert die Anfangsbedingung x1 = %.

WEeil es sich offensichtlich um eine arithmetische Folge handelt, findet man mit
der seinerzeit gefundenen expliziten Formel fiir das allgemeine Glied einer arith-
metischen Folge beim freien Fall auf Grund der beiden Beobachtungen fiir den

in der n-ten Etappe zuriickgelegten Weg die explizite Beschreibung

d

n=02n—-1) =

tn=(n-1)- 3

Galilei hat also beobachtet, dass sich die Differenzen zwischen zwei aufeinan-

derfolgender Nullstellen der Messkurve mit den ungeraden Zahlen multiplizieren
und verkiindete dieses Ergebnis stolz mit den Worten

...denn soviel ich weiss, hat noch niemand bewiesen, dass die von
fallenden Koérpern in gleichen Zeiten zuriickgelegten Strecken sich
zueinander verhalten wie die ungeraden Zahlen.

26 Als Warung weisen wir darauf hin, dass das nicht die selbe Wahl ist, wie oben bei der
gleichformigen Bewegung! Unsere jetzige Wahl von z, entspricht der damaligen Wahl der
Differenzenfolge A(zr), die konstant war und deshalb keine eigene Bezeichnung hatte. Der
damaligen Folge x, entspricht im aktuellen Beispiel des freien Falls eine Folge, die wir mit s,
bezeichnen werden.
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Daraus lasst sich nun leicht der in der ersten n Etappen zuriickgelegten Ge-
samtweg s, berechnen, der im Graphen dem Abstand der n-ten Nullstelle vom
Urspung entspricht. Definitionsgemiiss gilt fiir die Summenfolge

n
Sp = E Zj
j=1

Um diese Summenfolge, deren numerische Werte man auch in obiger Tabelle
findet, durch eine Rekursionsgleichung zu beschreiben, beachten wir, dass auf
Grund der Definition der Summenfolge fiir die Differenzen aufeinanderfolgender
Glieder die Differenzengleichung erster Ordnung

A(Sn) = Sp+1 — Sn = Tpt1

gilt. Sie entspricht im kontinuierlichem Fall der Differentialgleichung des Inte-
grals F' = f(x). Um die bekannte Differenzengleichung von z,, ins Spiel bringen
zu konnen, bilden wir die zweiten Differenzen der Summenfolge und erhalten
die Differenzengleichung zweiter Ordnung

A(sp) = Asng1) — Asp) = Tpg1 — @ =d

WEeil sie nicht homogen ist, bilden wir nochmals die Differenzen und erhalten
schliesslich die Differenzengleichung dritter Ordnung

A3(s,) =0
Sie lautet ausgeschrieben
AS(Sn) = A2(5n+1) - Az(sn)
= (Snt3 — 28p42 + Snt1) — (Sns2 — 28n41 + 5n)
= Sp43 —3Sp42 +35p41 — 5, =0

Offenbar ist diese Summenfolge arithmetisch von der Ordnung 2 und wird durch
die lineare, autonome homogene Rekursionssgleichung dritter Ordnung

d
Snt3 = 3Spt2 — 35n41 + Sn, so=0,51 = 5,32:4'5

beschrieben. Thr zugehoriges charakteristisches Polynom
XA) =1 =3A+3\2 -\ =(1-))3
hat den doppelt entarteten Eigenwert A = 1 und die Begleitermatrix

0 1 0
A=10 0 1
1 -3 3

Sie kann also durch das lineare Schieberegister

[]S
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erzeugt werden und ist ebenfalls entartet. Die Matrix A hat den dreifachen Ei-
genwert A = 1. Zur Bestimmung des Eigensystems gehen wir deshalb von der
Matrix A — E aus und suchen nun moglichst viele unabhéngige, nichttriviale
Losungen fiir das lineare Gleichungssystem (A — E) - ¥ = 0 bzw. fiir die Fix-
punktgleichung A - ¥ = ¥. Seine erweiterte Matrix lautet

-1 1 0|0
0 -1 10
1 -3 2|0

Addition der ersten Zeile zur dritten liefert

-1 1 o0]o0
0 -1 1]0
0 -2 210 Z13(1)

Addition des (—2)-fachen der zweiten Zeile zur dritten liefert die Stufenform

-1 1 0]0
0 -1 110
0 0 010 Z93(—2)

die durch Addition der zweiten Zeile zur ersten reduziert wird.

-1 0 1
0 -1 1
0 0 0

0 Zs1(1)
0
0

Aus ihr lesen wir die allgemeine Losung

ab. Offenbar ist es auch hier nicht moglich, drei unabhingige Eigenvektoren
zu finden. Wegen dieser doppelten Entartung ist die Matrix A nicht diagonali-
sierbar. In diesem Beispiel ist es mit einfachen Mitteln moglich, eine explizite
Formel fiir die Matrizenpotenz zu finden. Dazu beachtet man, dass ihre Eintréige
arithmetische Folgen zweiter Ordnung sein miissen und erhilt

(k—1)(k—2) 2k(2 — k) k(k —1)
Ak = = E(k—1) 21+ k)(1 — k) k(k+1)
k(k+1) —224+k) (k+1)(k+2)

wie man durch Einsetzen in die Rekursionsgleichung der Potenz bestéitigt. Auch
sie kann man mit der Jordan’schen Normalform J(A) leicht berechnen.

Auch diesmal ist es nicht all zu schwierig, fiir die Summenfolge einer arithmeti-
schen Folge auch ohne Jordan’sche Normalform eine explizite Beschreibung zu
erraten. Geméss Definition ist

n
Sp = E T;j =1+ X2+ 23+ F+Tp_1+ Ty
Jj=1
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Auf Grund der expliziten Beschreibung arithmetischer Folgen ist
zj=x+(j—1)d
Schreibt man s,, zweimal in umgekehrter Reihenfolge untereinander

Sp = x1 + z+d F+o4+r1+m—=-2)d+x+(n—1)d
Sn=x1+Mm—-1)d+z1+(n—-2)d+---+ x1+d + T

und addiert vertikal, so liefert jede der n vertikalen Summen den selben Wert
2x1 + (n — 1)d. Insgesamt ergibt sich also fiir die doppelte Summe

25, =n - (2x1 + (n—1)d)
woraus man nach Division durch 2 die gesuchte explizite Summenformel

-1
Sy = nTy + Md
2
erhilt, die man durch Einsetzen in die Rekursionsgleichung iiberpriifen kann.
Im Spezialafall x1 = d = 1 erhélt man fiir die Summe der natiirlichen Zahlen
die Formel
nL n(n+1
Z]:1+2+...+n: %
j=1
Sie ldsst sich leicht geometrisch einsehen, wenn man einen Moment auf die fol-
gende Figur fiir n = 6 starrt,

n+1

n
®e e o o O O O
®e o e o o O O
e o o o o o O

die bereits den alten Griechen bekannt war.

Beim freien Fall gilt z; = % und damit erhédlt man fiir den in den ersten n

Etappen zuriickgelegten Weg die Beziehung

Sp = Tl2 . 5
die heute statt den stolzen Worten Galilei’s als Fallgesetz bezeichnet wird. Sie
ldsst sich durch Einsetzen in die Rekursiongleichung tiberpriifen. Auf Grund der
Binomischen Formel ist ndmlich

=2n+1) - =x,11

A(Sp) = Spt+1 — Sn = ((n + 1)2 _ n2> .

(VIS
[VISH
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Dass sich die ungeraden Zahlen zu den Quadratzahlen aufsummieren, lisst sich
geometrisch an Hand der linken Figur

11

einsehen, in der die Folge der Quadratzahlen durch Zusammenzéhlen der durch
geradlinig verbundene rechte Winkel zusammengefassten ungeraden Zahlen er-
halten werden kann. Selbstversténdlich héngt diese Faserung des Quadrates
durch Gnomone mit der fiir den Beweis der Rekursionsgleichung benutzten Bi-
nomischen Formel zusammen, die in der rechten Figur geometrisch interpretiert
ist.

In den iiblichen Einheiten liefert die Folge x,, der pro Zeitintervall zuriickgeleg-

ten Wege die Folge der mittleren Geschwindigkeiten v, = %+ [<*]. Die Folge

S

der konstanten Geschwindigkeitszuwichse A(z,) = d = 0.3924 liefert die kon-
stante?” Beschleunigung g = % = % = % = 981[%F].
In folgender Figur findet man die Graphen der beiden Folgen v,, und s,,.

200 20
175 L 17.5
150 . 15
125 . 12.5
100 : 10
75 L 7.5
50 . 5
25 : 2.5
0.05 0.1 0.15 0.2 0.05 0.1 0.15 0.2

Abbildung 2.17: Geradliniger Verlauf der Geschwindigkeit v,, und quadratischer
des zuriickgelegten Weges s,, bei der gleichférmig beschleunigten Bewegung.

Offensichtlich wichst die Geschwindigkeit gleichformig linear und der zuriickge-
legte Weg nimmt quadratisch zu.

Wiederholt man dieses Experiment mit anderen Zeitintervallen T', so ergeben
sich numerisch andere Werte. Man stellt aber experimentell die charakteristische
Eigenschaft einer gleichformig beschleunigten Bewegung fest.

3. Der Wert von g ist unabhéngig von der Wahl des Zeitintervalls T

Deshalb ist es moglich und heute {iblich, diese Resultate mit Hilfe von Analysis
zu formulieren. Dazu fasst man die Zeit wieder kontinuierlich auf. Um die Werte

27Priizise Messungen der Fallbeschleunigung haben ergeben, dass sie von der geographischen
Breite, von der Hohe iiber Meer, von der ortlichen Beschaffenheit der Erdrinde abhingt und
zeitlich im gleichen Rhythmus wie Ebbe und Flut schwankt.
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fiir einen festen Zeitpunkt ¢ € R> zu erhalten, teilt man die Zeit so in n gleich
lange Intervalle der Lénge T ein, dasst = n-T bzw. n = % gilt. Dann gilt fiir den
konstanten Geschwindigkeitszuwachs auf Grund der dritten Beobachtung d = g-
T?. Entsprechend wurden die Werte auf der horizontalen Achse in obige Graphen
nicht einfach nummeriert, sondern in den iiblichen Zeiteinheiten angegeben.

Damit erhilt man fiir den mit Hilfe von t ausgedriickten Gesamtweg die von T'
unabhéngige Beziehung

d o g-T*> t* ¢g-T> g
2 2 T2 2 2

Fiir die mittleren Geschwindigkeiten erhilt man entsprechend

d 1 g-T*> T

o T Ty =g

l:(271—1)

vp(t) = Ty, - T

Fiir die Momentangeschwindigkeit erhélt man also

T
v(t) = Hm v, (f) = lim (t - )9 = gt
Das Fallgesetz wird also heute durch die Formel s(t) = $¢* und die Momentan-
geschwindigkeit durch ihre Ableitung s'(t) = v(t) = gt beschrieben. Die zweite
Ableitung beschreibt dann die konstante Beschleunigung s”(t) = g¢. In dieser
Sprache handelt es sich bei unseren Daten um eine Messung der Beschleuni-
gung.

Man erkennt an diesem Experiment deutlich, dass in der Praxis nicht kontinu-
ierliche, sondern diskrete Information gemessen wird und dass die Messung von
Ableitungen eine missliche Sache ist! Um so mehr wundert man sich, dass Phy-
sik im Jahrhundert der Information immer noch in der kontinuierlichen Sprache
der Analysis und ihren — auf mystischen unendlich kleinen Grossen oder an-
spruchsvollen Grenzwerten beruhenden — Konzepten wie Momentangeschwin-
digkeit und Beschleunigung formuliert wird. Dies um so mehr, als zur numeri-
schen Simulation der Losung der betreffenden Differentialgleichung sowieso zu
einer diskreten Differenzengleichung iibergegangen werden muss und die Nume-
rik von Ableitungen voller Arger ist. Weil Computer in diskreten Zeitschritten
arbeiten, kénnen in Computersimulationsmodellen nédmlich zeitkontinuierliche
Systeme nur zeitdiskret dargestellt werden und miissen dazu zunéchst diskreti-
siert werden. Es ist also schwer versténdlich, warum heute von den Anwendern
iiberhaupt noch zeitkontinuierliche Modelle benutzt werden. Eine der wenigen
Stellen, wo in der Literatur mit Nachdruck auf diesen Missstand mit den Grund-
lagen der Physik aufmerksam gemacht wird, ist die amiisante Geschichte 1/8-2
in den auch sonst empfehlenswerten “Lectures on Physics” von Feynman. In
einem Artikel mit dem Titel “Simulating Physics with Computers” meinte er

I want to talk about the possibility that there is to be an exact
simulation, that the computer will do exactly the same as nature.
If this is to be proved and the type of computer is as I've already
explained, then it’s going to be necessary that everything that hap-
pens in a finite volume of space and time would have to be exactly
analyzable with a finite number of logical operations. The present
theory of physics is not that way, apparently. It allows space to go
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down into infinitesimal distances, wavelength to get infinitely great,
terms to be summed in infinite order, and so forth; and therefore, if
this proposition is right, physical law is wrong.

Nicht nur ist Information physikalisch, sondern auch Physik informatisch. ()

Aus diesem Beispiel diirfte klar geworden sein, wie die Verallgemeinerung auf
arithmetische Folgen hoheren Ordnung aussieht.

Satz. Eine arithmetische Folge k-ter Ordnung =z, erfiillt die lineare, autono-
me, homogen Rekursionsgleichung A**1(z,) = 0 der Ordnung k + 1, die zum
charakteristischen Polynom

) = (1= =31y (’“ - l)v

i=0 J

gehort. Eine solche Folge kann explizit durch ein Polynom k-ten Grades

k
T, = E a;n’
=0

beschrieben werden.

En passant haben wir die diskrete Version des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung angetroffen. Bildet man zu einer beliebigen Folge x,, ihre
Summenfolge s,, = Z?:I x;, so ist die Differenzenfolge dieser Summenfolge bis
auf eine Zeitverschiebung die urspriingliche Folge x,. Daher gilt insbesondere
folgendes Resultat, das im kontinuierlichen Fall der Tatsache entspricht, dass
sich beim Integrieren der Grad eines Polynomes um 1 erhoht.

Satz. Die Summenfolge einer arithmetischen Folge k-ter Ordnung ist eine arith-
metische Folge (k + 1)-ter Ordnung.

Beispiel. Wir haben im letzten Beispiel gesehen, dass die Folge der Quadrat-
zahlen x,, = n? eine arithmetische Folge zweiter Ordnung ist. Durch wiederholte
Differenzenbildung erhalten wir die Werte folgender Tabelle:

n 012 3 4 5 6 7 8 9 10
z, |0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
Az, |1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
Az, |2 2 2 2 2 2 2 2 2

A3z, |0 00O O 0 O 0 O

>a, |0 1 5 14 30 55 81 130 194 275 375

Die Summenfolge der Quadratzahlen ist also eine arithmetische Folge dritter
Ordnung und kann explizit durch ein kubisches Polynom

n
_ 2 2 3
Sp = 77 =ap+an + asn” + asn
Jj=0
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beschreiben werden. Um seine Koeffizienten zu bestimmen, verwenden wir die
Anfangswerte der Folge und erhalten durch Einsetzen das lineare Gleichungssy-

stem
Qo = 0

1 1 1 1
ag+ a1 +as +as = 1 9 4 8 5
ag + 2a1 + 4as + 8ag = 5 3 9 97|14
ap + 3a1 + 9a2 + 27&3 = 14
Seine eindeutge Losung liefert die gesuchten Koeffizienten a9 = 0, a; = %,

as = % und az = %, woraus man die gesuchte Summenformel

1 1, 135 nrn+1)2n+1)
Sy = 6n + 2n + 3n = 6
fiir die Summe der Quadratzahlen erhélt. O

Wie das letzte Beispiel zeigt, ldsst sich eine arithmetische Folge hoherer Ordnung
umgekehrt leicht aus ihren Differenzenfolgen berechnen. Diese Idee wurde von
Babage in seiner difference engine — dem ersten je entworfenen Computer —
benutzt, um die Werte von Polynomen fiir natiirliche Zahlen zu berechnen.

Beispiel. Zur automatischen Berechnung der Kubikzahlen beachten wir, dass
es sich bei der gesuchten Folge x,, = n® um eine arithmetische Folge dritter
Ordnung handelt. Fiir ihre sukkzessiven Differenzenfolgen erhalten wir die Werte
der Tabelle

n 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
r, |0 1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000
Az, |1 7 19 37 61 91 127 169 217 271
A%z, |6 12 18 24 30 36 42 48 54

A3z, |6 6 6 6 6 6 6 6

A*z, |0 0 0 0 0 0 0

Damit lassen sich die Kubikzahlen berechnen, indem man die Tabelle von unten
nach oben durch Summieren fortsetzt.

Als arithmetische Folge dritter Ordnung hat die Folge der Kubikzahlen das
charakteristischen Polynom

XA = (1 =X)*=1—-4X4+6)12 —4\3 + \*
und erfiillt daher die lineare, autonome, homogen Rekursionsgleichung
Tn4q = 4xn+3 - 6$n+2 + 4$n+1 — In

vierter Ordnung. Mit den Anfangswerten zqg =0, x1 = 1, x5 = 8, x3 = 27 ergibt
sich das zugehorige Schieberegister

(e Lofe [ HasEd,
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Man findet es auch, indem man fiir die Rekursionsgleichung den Ansatz

Tpia = QTpy3 + BTpy2 + YTny1 + 0T,

macht und nun mit Hilfe der Anfangsbedingung die unbekannten Koeffizien-
ten als Losung eines linearen Gleichungssystems bestimmt. Weil seine Losung
eindeutig bestimmt ist und mit den Koeffizienten obiger Rekursiongleichung
iibereinstimmt, ist dieses Schieberegister minimal. O

Man beachte, dass langst nicht alle Folgen, die sich durch lineare Schieberegister
beschreiben lassen, arithmetisch hoherer Ordnung sind.

Beispiel. Als typisches Beispiel kehren wir zu den besprochenen Fibonacci-
Zahlen zuriick. Fiir sie liefert Differenzenbildung die Tabelle

n ‘ 0123 456 7 8 9 10
fm O 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
Af, /1 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34

Ein Blick auf diese Tabelle zeigt, dass die Differenzenfolge der Fibonacci-Folge
die geschiftete Fibonacci-Folge liefert. Tatséchlich ist

Afn = fn+1 - fn = (fn +fn71) - fn = fnfl

Insbesondere wird daraus klar, dass die Fibonacci-Folge nicht arithmetisch sein
kann. Thr Wachstumsverhalten ist exponentiell und nicht polynomial. O

Das folgende Beispiel eines diskreten dynamischen Systems stammt aus der
Okologie und demonstriert eine Klasse wichtiger Anwendungen dynamischer
Systeme auf sogn. zeitdiskrete stochastische Prozesse. Dabei geht es um die
zeitliche Entwicklung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Bei diesen stocha-
stischen Prozessen kann das Ergebnis eines Zufallsexperimentes das Ergebnis
des nédchsten solchen Experimentes beeinflussen.

Beispiel. In einem Wald hat es Bdume der beiden Sorten 1 und 2, iiber die wir
folgende 6kologische Modellannahmen?® treffen.

1. Innerhalb eines Jahres sterben die Baume der ersten Sorte mit der Ster-
berate s; und jene der Sorte 2 mit der Sterberate ss.

2. Wenn ein Baum stirbt, wichst an dieser Leerstelle im selben Jahr ein
neuer Baum nach. Dabei wéchst auf der Leerstelle ein Baum der Sorte 2
mit der Wachstumsrate ws und mit der Wachstumsrate w;, wéchst einer
der Sorte 1.

Selbstversténdlich interessieren wir uns fiir die Dynamik dieses Okosystems.
Insbesondere mochten wir ihr Langzeitverhalten kennen und wissen, wie sie
vom Anfangszustand abhéingt.

Den Zustand des System nach k Jahren beschreiben wir durch den Vektor

= z1(k) 2
k) = eR
y(k) za(k)
28Sje sind, wie bei den meisten Anwendungen, vereinfacht. Der Leser mége sich iiberlegen,

wo diese Vereinfachungen liegen und durch welche realistischeren Annahmen sie zu ersetzen
sind.
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im Zustandsraum R2. Seine j-te Komponente zj(k) gibt die Anzahl Bdume der
j-ten Sorte nach k Jahren an.

In einem ersten Schritt miissen wir wissen, wie sich die Anzahl Bdume der
beiden Sorten von einem Jahr zum néchsten éndert. Dazu suchen wir eine Dif-
ferenzengleichung, die den Zustand des Waldes nach k + 1 Jahren, d.h. den
Vektor ¢(k 4+ 1) rekursiv mit Hilfe des Zustandes im Vorjahr (k) ausdriickt. Im
vorliegenden Beispiel wird diese Entwicklung durch die Modellannahmen be-
schrieben. Von den nach k Jahren x; (k) lebenden Baumen der ersten Sorte und
den zo(k) Badumen der zweiten Sorte sterben im néchsten Jahr insgesamt

s(k) = s1z1(k) + saxa(k)
ab und von jeder Sorte iiberleben

{ ul(k) = 3?1(k‘> — 815(}1(]{5) = (1 — sl)xl(k)
UQ(k) = l‘z(k) — 82.%‘2(]{,‘) = (1 — Sg)xg(k)

An Stelle der s(k) abgestorbenen Baumen wachsen von jeder Sorte
n; (k) = wys(k)
na (k) = was(k)

neue nach, so dass die Anzahl der Bidume im néichsten Jahr insgesamt durch das
gekoppelte, autonome lineare System von Rekursiongleichungen

{ x1(k+1) = wis(k)+ (1 —s1)xi(k) = (wis1 + 1 — s1)z1(k) + wisexa(k)
xo(k+1) = was(k)+ (1 — s2)xa(k) = wesiz1(k) + (wase + 1 — s2)xa(k)

beschrieben wird, das wir in matriziellen Form ¢(k + 1) = A - (k) schreiben
konnen, falls wir die Systemmatrix

A— 1—s51 4+ s1un W1 S
- Wy 81 1 — 53+ sowo
definieren.
Um konkrete Zahlenwerte zu haben, nehmen wir an, innerhalb eines Jahres
sterben s; = 1% = ﬁ der Biaume der Sorte 1 und sy = 5% = % der Sorte
2 und mit der Wahrscheinlichkeit w; = 25% = i wachst ein Baum der ersten

Sorte und mit we = 75% = % einer der zweiten Sorte nach. Dann erhalten wir
fiir die numerische Systemmatrix

397 1

_ [ 200 &0
4= 3 79
200 80

Pflanzen wir urspriinglich im Wald eine Monokultur mit 21 (0) = 10’000 Baumen
der Sorte 1, so ist dann der Anfangszustand des Systems

7(0) = ( 10’800 )

Nach einem Jahr ist der Wald im Zustand

i = a-i0) = (72
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und enthilt also 75 Baume der zweiten Sorte. Nach 57 Jahren ist der Wald im

Zustand?® ,
s ooy T'435.54
yoT) = AT - 410) = ( 2/564.46 )

Ein Blick auf das Verhalten des Zustandes des Waldes in den ersten 200 Jahren
in den beiden zugehorigen Graphen der linken Teilfigur lisst vermuten, dass sich
der Zustand des Waldes nach sehr langer Zeit asymptotisch einem Grenzzustand

6250 175
—, _ . k Wy _ _ / L
y(o0) = khm A® - g(0) = ( - ) = 10000 3 < 3 >

nahert.

10000 10000
aooo\ 8000 |

6000 6000
4000 4000

2000+ 2000 |-

Abbildung 2.18: Entwicklung der Verteilung der beiden Baumsorten im Wald.

Nach sehr langer Zeit ist der Wald im Gleichgewichtszustand und enthélt neben
6’250 Baumen der Sorte 1 noch 3’750 Biume der Sorte 2.

Interessieren konnte als nédchstes, was mit dem Wald passiert, wenn man ihn
in einen anderen Anfangszustand versetzt. Schopfen wir ihn in der anderen
Monokultur, indem wir also z2(0) = 10’000 Béume der zweiten Art pflanzen,
erhalten wir mit dem Anfangszustand

y0) = ( 10’%00 )

nach einem Jahr ein System im Zustand
IV oy 125

sein. Ein Blick auf das Verhalten des Zustandes dieses Waldes in den ersten 200
Jahren in den beiden zugehorigen Graphen der rechten Teilfigur zeigt, dass sich
das Okosystem auch diesmal einem Grenzzustand néhert, der iiberraschender-
weise mit jenem mit der anderen Anfangsbedingung iibereinzustimmen scheint.
Wir vermuten also, dass dieser Grenzzustand von der Anfangsverteilung un-
abhéngig ist.

29Gelbstverstindlich wollen wir hier nicht Holz spalten. Falls der Leser sich durch die auf-
tretenden Briiche gestort fithlt, kann er zur nichsten natiirlichen Zahl runden.

I
200



216 KAPITEL 2. MATRIZENALGEBRA

Um das dynamische Verhalten des Systems genauer zu untersuchen und um
das beobachtete Verhalten zu verstehen, bendtigen wir die Potenzen A* und
berechnen dazu das Eigensystem der Systemmatrix A. Dazu gehen wir von der

erweiterten Matrix
0 397 — 400\ 5 0
0/’ 3 395 — 400\ | 0

oA

A—-AE = ( 3 [T
400 80

des homogenen Systems (A — AF) - & = 0 aus, die wir durch Multiplikation mit

dem grossten gemeinsamen Nenner der Zeilen ganzzahlig gemacht haben, um

die Rechnung zu vereinfachen. Vertauschen der beiden Zeilen liefert

3 395 — 400X | 0
397 — 400X 5 0

Addition des —(397 — 400\)-fachen der ersten Zeile zum 3-fachen der zweiten
liefert die Stufenform

B(\) = ( g 395X—($00A 8 )

wobei wir fiir das charakteristische Polynom
x(\) = —156'800 + 316’800\ — 160’000A% = 3'200(—49 + 99\ — 50\?)

erhalten. Nachdem wir den grossten gemeinsamen Teiler seiner Koeffizienten
d.h. ggT (156’800, 316’800, 160’000) = 3/200 ausgeklammert haben, ist also noch
die quadratische Eigenwertgleichung
99 49
—49 4+ 99X\ —50A* =0, bzw. A — A+ — =0

- o 50" " 50
zu 16sen und die zeitliche Entwicklung der ersten Baumsorte des Waldes erfiillt
die Rekursionsgleichung

99 49
k+2)=—z1(k+1) — —x1(k
w1k +2) = goz(k+1) — g1 (k)
und lésst sich durch das Schieberegister
10'000 < 9'925 <

beschreiben. Die zweite Baumsorte erfiillt die selbe Rekursionsgleichung aber
eine andere Anfangsbedingung.

Die gesuchten Eigenwerte Ay = 1 und Ay = % erhélt man als Losungen der

Eigenwertgleichung. Zur Berechnung der zugehorigen Eigenvektoren setzen wir
nun die gefundenen Eigenwerte in die Stufenform ein.
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1. Fall: A = 1. Dann liefert die Stufenform

so= (3 3])

den zugehorigen Eigenvektor

)

den wir so normiert haben, dass seine Spaltensumme 1 ergibt und der daher
als Verteilung interpretiert werden kann. Man beachte, dass es sich bei #; um
einen Fixpunkt von A handelt, da nach Konstruktion A - ¥; = ¢/ gilt. Ferner
scheint er sehr mit dem oben experimentell gefundenen Grenzzustand %(oco)
zusammenzufallen. Tatséchlich gilt A-g(oo0) = ¢(o0) und ist die Grenzverteilung
auch ein Fixpunkt des Systems. Startet das System in diesem Zustand, so bleibt
es in diesem stationdren Zustand.

=

|
ool —
VR
w
N———

I
VN
ool oojut

2. Fall: A = 22_ Dann liefert die zugehorige Stufenform

50
()= (4 ol0)

mit dem zugehorigen Eigenvektoren

»=(4)

Dieser Eigenvektor kann nicht als Verteilung interpretiert werden, da er Ele-
mente mit unterschiedlichem Vorzeichen enthilt. Versetzt man das System in
diesen virtuellen Zustand, wird es nach sehr langer Zeit ausgestorben sein.

Bildet man mit Hilfe der beiden Eigenvektoren die Transformationsmatrix

(5 1 o 1 —1 -1\ _1/1 1
X‘<3 —1)’ X __8<—3 5>_8<3 —5)

und ihre Inverse, erhélt man die Diagonalmatrix

A_Xl-A-X_<1 0 )
0 L

50

mit den Eigenwerten auf der Diagonalen. Die zugehorige Diagonalisierung
A=X -A-X71
liefert fiir die Matrizenpotenz die explizite Beschreibung

1 [ s(®) ss(s)

3 o (a9\" 20\*

3-3(%5 3+5(35
Daraus ergeben sich fiir die Anzahl Baume im Laufe der Zeit explizite Formeln.
Ausgehend von einem beliebigen Anfangszustand

y(0) = ( 258; ) , 21(0) 4 22(0) = 10’000
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erhalten wir nach k Zeitschritten den Zustand (k) = A* - §(0), der in Kompo-
nenten die gesuchten Formeln liefert.

k k
) = (1 3(a)) 20+ (i) o
. . k k
) = (1-3(8)) 20+ (1)) w0
Man beachte, dass diese Formeln die allgemeine Gestalt
l‘l(kj) = (311/\]1C + 612)\,2C
zo(k) = coaAf + )b

haben. Die vier Konstanten c;; lassen sich also auch durch Einsetzen der An-
fangswerte und der bekannten Eigenwerte A; bestimmen. Im vorliegenden Fall
setzen wir k = 0,1 ein und erhalten die beiden linearen Gleichungssysteme

{ k=0: e+ ca = 21(0), co1+  cm = w2(0)
k=1: Meci1+ Xcia = Il(l), A1C21 + AoCog = .’172(1)

Man beachte, dass die beiden entstandenen Gleichungssysteme die selbe Koef-
fizientenmatrix

1 1
VdAM (A1, No) =
( 1 2) ( )\1 AQ >
mit der Determinante det(VdM) = (Ay — A1) # 0 haben und deshalb tatséchlich
die eindeutig bestimmte Losung

z1(0)A2—z1(1) — o)== (0N

cll - A2—>\1 ’ 612 - >\2_/\1
Ig((]))\Q*CEQ(l) . 12(1)71’2(0))‘1
€21 = TONIN G2 = TOOoN

liefern.

Einsetzen der numerischen Werte liefert im ersten Szenario der z1(0) = 10’000
gepflanzten Béume der ersten Sorte und der z2(0) = 0 der anderen Sorte fiir
die beiden Folgen die expliziten Darstellungen

49\ k 49\ k
_ 62 (" — 3750 - 3750 (22
21 (k) = 6250 + 3750 - ( w5(k) = 3750 — 3750 50)
Entsprechend findet man bei der anderen Monokultur mit den urspriinglich
x2(0) = 10’000 gepflinzten Baumen der zweiten Sorte und der urspriinglich
21(0) = 0 Baumen der ersten Sorte die Folgen
49\ k 49\ k
F1(k) = 6250 — 6250 - (%) , da(k) = 3750 + 6250 - (%) .

Diese expliziten Formeln fiir die Populationen lassen sich selbstverstidndlich auch
direkt mit Hilfe der oben bestimmten Matrizenpotenz erhalten.

Mit Hilfe solcher expliziten Formeln lassen sich die aus der Schule bekannten
Aufgaben 16sen. Will man etwa wissen, nach welcher Zeit bei 10’000 Béumen
der ersten Sorte noch 8000 solche Bdume vorhanden sind, fithrt das zur trans-
zendenten Gleichung

49\ k
z1(k) = 8'000 = 6250 + 3750 - (%)
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mit der eindeutigen Losung

_ [ log(15) — log(7)
log(50) — log(49)

]:38

Um im zweiten Szenario zu bestimmen, nach wie langer Zeit sich die Anzahl
Baume der zweiten Sorte halbiert hat, ist die transzendente Gleichung

72(0 49\ k
) = 20 grm0 46950 (—) — 5000
2 50
zu losen. Sie hat die eindeutig bestimmte Losung

[ log(5)
log(2) + 21log(5) — log(49)

| =50

Das ist auch gleichzeitig die Antwort auf die Frage, wie lange es dauert, bis im
zweiten Szenario gleich viele Bidume beider Sorten vorhanden sind, weil dieses
k auch die Gleichung &, (k) = Za(k) lost.

Um nun das empirisch festgestellte asymptotische Verhalten zu bestétigen, be-
achten wir, dass wegen |\o| < 1 die Potenz A5 fiir grosse k verschwinden wird
und sich daher die Matrizenpotenz dem Grenzwert

5 9
szmny:1< );(

ndhern wird. Diese Matrix hat den bereits gefundenen Eigenvektor v als ge-
meinsamen Spaltenvektor. Daher wird sie einen beliebigen Anfangszustand (0)
nach langer Zeit in den selben Gleichgewichtszustand

1 5a(0) + 522(0) \ 1 [ 5(21(0) + 22(0))
Hoo) = A'“m‘s<mmm+mmn)‘8<am@+mw»)

_ 0 0 s = 10’000 R
= (21(0) + 22(0)) - s )7 L2 )\ 3so

iiberfithren. Der Grenzzustand ist also attraktiv und stabil.

wlw oojut
owlw oolut

Man beachte, dass in diesem numerischen Beispiel ein interessanter Erhaltungs-
satz gilt, indem der Wald zu allen Zeiten gleich viele Badume enthélt. Dieser
Erhaltungssatz muss sich, wie alles Interessante dieses Systems, in einer Zusatz-
bedingung der Systemmatrix ausdriicken lassen. Um sie zu finden, gehen wir
von einer beliebigen Systemmatrix

a b
-(%0)
Damit erfiillt das System die Rekursiongleichungen

{ z1(k+1) = axi(k)+ bxa(k)
zo(k+1) = cxi(k)+ dra(k)

Damit die Summe x1 (k) 4+ x2 (k) fiir alle Zeiten und beliebige Zusténde konstant
ist, muss fiir alle Zustéinde der Erhaltungssatz
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gelten. Dieser Erhaltungssatz kann matriziell so formuliert werden, dass man
mit dem Spaltenvektor

- 1 9

d= ( 1 > eR

der aus lauter 1 besteht, fiir jeden Zustand g(k) die Bedingung

(d, gk + 1)) = (d.5(k))

verlangt. Auf Grund der Rekursion nimmt der Erhaltungssatz die Form

ik +1)+a2(k+1) = (a+c)xi(k) + (b+ d)xa(k) < x1(k) + z2(k)

Weil der Erhaltungssatz insbesondere fiir die Zustéinde (k) gelten muss, die
durch die Standardbasisvektoren €; und €s beschrieben werden, muss die Sy-
stemmatrix A die beiden Bedingungen

ti1=a+c=1, to=b+d=1

erfiillen. Umgekehrt folgt aus diesen Bedingungen an die Systemmatrix der Er-
haltungssatz. Der beobachtete Erhaltungssatz ist also gleichbedeutend damit,
dass die Systemmatrix A lauter Spaltensummen 1 hat, wie man im numerischen
Beispiel leicht bestétigt. Matriziell lidsst sich diese Bedingung fiir eine stochasti-
sche Matrix durch die Matizengleichung

dT.-A=dT, AT.d=d
beschreiben. Ist nun (k) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, so gilt definitions-
gemiss (d, 7(k)) = 1. Daher gilt dann fiir eine stochastische Matrix A

- -

(d, gk + 1)) = (d. A-5j(k)) = (AT - d.5j(k)) = (d, (k) = 1

Damit ist der Erhaltungssatz gezeigt.

Im urspriinglichen 6kologischen Beispiel ist die Bedingung des Erhaltungssatzes
gleichbedeutend mit der Zusatzbedingung

w, +we =1

an die Ausgangsdaten, wie man durch eine 6kologische Uberlegung leicht ein-
sieht.

Solche sogn. stochastische Matrizen P, deren sdmtliche Elemente positiv und
deren sémtliche Spaltensummen 1 sind, spielen in der Anwendung der Matri-
zenrechnung in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine zentrale Rolle. Dort ist es
iiblich, eine etwas andere Formulierung zu benutzen. Als Zustand des diskreten
stochastischen Systems verwendet in unserem Fall die Verteilung (stochastischer
Vektor) der Baume nach & Jahren

o pi(k) )
k‘ =

p( ) ( Pz(k)

Seine j-te Komponente p;(k) = W(kx)z(k) bezeichnet definitionsgemiiss den

Anteil der Baume der j-ten Sorte. Die Grosse 0 < p;(k) < 1 gibt also die Wahr-

scheinlichkeit an, nach k& Jahren im Wald einen Baum der Sorte j anzutreffen.
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Selbstversténdlich erfiillt jeder solche Zustand die Eigenschaft

ij(k) =p1(k) + pa(k) =1

einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung. Um nun die Dynamik dieser Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen zu untersuchen, braucht man eine Differenzenglei-
chung fiir die Anteile. Im vorliegenden Fall erhélt man aus den Modellannahmen
bzw. aus obigem System gekoppelter, autonomner linearer Differenzengleichun-
ger fiir die Anzahlen 1 (k) und x5 (k) definitionsgeméss die Bedingungen

o 21 (k) _ (wisi1+1—s1)z1(k)+twissxa(k)

{ rnk+l) = oErmm = mthrn
_ s (k) _ wasizy (k)+(wasa+1—s2)wa (k)

pk+1) = sem = ket

die mit der Definition der Anteile in das gekoppelte autonome, lineare System
von Rekursionsgleichungen

{ pi(k+1) = (wis1+1—s1)p1(k) + wisap2(k)
p2(k+1) = wasipi(k) + (wase + 1 — s2)p2(k)
iibergeht. Dieses System kann in matrizieller Form

Bk +1) = P k)
geschrieben werden, wobei P die bereits oben benutzte Ubergangsmatrix

397 1

_ [ 200 B0
P= 3 19
00 30

bezeichnet. Alternativ wird ein solcher diskreter stochastischer Prozess durch
den Ubergangsgraphen beschrieben.

N
(9

00

7
00

L
80

3

o

IS
00‘«!
Slo

Die Modellannahmen lassen sich also mit folgenden Worten umformulieren:

1. Jedes Jahr werden ﬁ = 0.75% der Baume der ersten Sorte durch Biume
der zweiten Sorte ersetzt und die restlichen % = 99.25% bleiben von der
ersten Sorte.

2. Jedes Jahr werden % = 1.25% der Baume der zweiten Sorte durch Biume
der ersten Sorte ersetzt und die restlichen 22 = 98.75% bleiben von der

30
zweiten Sorte.

3. Urspriinglich betrédgt der Anteil Bdume der ersten Sorte p;(0) und jener
der zweiten Sorte p2(0).

Allgemein nehmen wir an, dass ein gewisses Experiment auf eine endliche Anzahl
Arten 1,2,...,n ausgehen kann. Diese Ausginge des Experimentes werden als
Zustinde des stochastischen Systems bezeichnet und in einem Graphen durch
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seine Knoten markiert. Die Pfeile, die vom Zustand i ausgehen, geben die Uber-
gangszustinde an, die das System von ¢ aus annehmen kann. Es gibt also genau
dann einen Pfeil von ¢ nach j, wenn das System im néchsten Zeitschritt vom
Zustand ¢ in den Zustand j iibergehen kann. Das Matrizenelement p;; in der
Ubergangsmatrix P gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der dieser Ubergang
stattfindet. Falls der Ubergang i — j nicht méglich ist, setzen wir pj; = 0.
Deshalb heissen die Matrizenelemente auch Ubergangswahrscheinlichkeiten des
Prozesses und es muss 0 < p;; < 1 sein. Die Tatsache, dass die Spaltensumme
einer stochastischen Matrix 1 ist, d.h. dass

iji =1
=1

gilt, widerspiegelt sich im Umstand, dass in der Spalte p; der Matrix P die
Wabhrscheinlichkeiten aller Ubergéinge stehen, die vom Zustand i aus moglich
sind und dass sich das System irgendwohin entwickeln muss. Die Evolution
eines solchen stochastischen Systems wird durch diese Matrix P beschrieben.
Beschreiben wir den momentanen Zustand (Wahrscheinlichkeitsverteilung) des
Systems zur Zeit k durch den Vektor p(k), so ist die Verteilung einen Moment
spéater durch das Produkt

plk+1)=P-pk),  pi(k+1)= ijipj(k)

gegeben. Weil die Matrix P zeitunabhéngig ist, hingt die Wahrscheinlichkeit,
vom Zustand p(k) in den Zustand p(k+1) iiberzugehen, nicht von der Geschichte
des Prozesses ab. In diesem Sinne hat er kein Gedéchtnis.

Man beachte, dass der neue Zustand p(k 4+ 1) genau dann die Eigenschaft
pi(k+1)+pa(k+1) =1=pi(k) + p2(k)

einer Wahrscheinlichkeitsverteilung erfiillt, falls der Erhaltungssatz gilt, von
dem wir gesehen haben, dass er dazu dquivalent ist, dass die Systemmatrix
stochastisch ist. Stochastische Matrizen sind also dadurch ausgezeichnet, dass
sie Verteilungen in Verteilungen iiberfiithren.

Um die Verteilung der beiden Baumsorten im k-ten Jahr zu bestimmen, miissen

—

wir also aus der Anfangsverteilung p(0) die Verteilung p(k) = P* - 5(0) nach k
Zeitschritten bestimmen.

Im konkreten Beispiel der ersten Monokultur ist die Anfangsverteilung

Nach einem Jahr haben die beiden Baumsorten im Wald die Verteilung

=0 - (32 )

Der Wald enthilt also 0.75% Biume der zweiten Sorte. Nach 57 Jahren haben
die Baume im Wald die Verteilung

ooy 57 oy 0.7435
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Man beachte, dass diese Zahlen wegen der Homogenitit der Abbildung bis auf
einen Faktor 10’000 mit den frither berechneten Anzahl Biumen iibereinstim-
men. Insbesondere wird sich nach sehr langer Zeit die Verteilung der Bdume im
Wald asymptotisch der Grenzverteilung

3

8

500) = lim P* - 70) 0.6250 1( 5

xX) = 1m . = = - =

b k—o0 P 0.3750 8\ 3

Dieses Konvergenzverhalten kann man in der Figur der Verteilungsfolge

ndhern. Dann sind also 2 = 62.5% der Biaume von der ersten und
p(0),p(1),...,p(10),...,p(57),...,p(c0)
auf dem Standardsimplex im Einheitsquadrat

ool oolut

g = 37.5%
von der zweiten Sorte.

A

p(0)

geometrisch beobachten. Die Existenz des Fixpunktes folgt also bereits aus dem
Brouwer’schen Fixpunktsatz. Weil der zweite Eigenwert Ao betragsméssig recht
nahe bei 1 liegt, ist die Konvergenz relativ langsam. O

Das am Beispiel beobachtete Verhalten ist fiir stochastische Matrizen typisch.
Eine beliebige stochastische Matrix

D1 1—po
P_ , 0< , <1
(1—2?1 D2 ) = PP =

die zum Ubergangsgraphen

1-p2
gehort, hat die Determinante
det(P) =p1 +p2 — 1, —1<det(A) <1

und die Spur
tr(P) = p1 + pe, 0<Tr(A) <2
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Damit gilt fiir ihr charakteristisches Polynom

xP(A) =p1 +p2 —1— (p1 +p2)A + N?

Seine beiden Nullstellen sind aus dem Spektrum op = {1, det(P)}. Offenbar
hat also jede stochastische Matrix P den Eigenwert A\; = 1. Da nédmlich nach
Voraussetzung dT.-P=dT gilt, d.h. d7T ein sogn. Linkseigenvektor von P zum
Eigenwert 1 ist, muss

dT- P-E)y=d"-P)—dT - E)y=dT—-d" =0

sein. Weil daher jede Spaltensumme der Matrix P — E verschwindet, ist die
Summe aller Zeilen von P — FE die Nullzeile und die Zeilen von P — F sind linear
abhéngig, d.h. die Matrix P— F ist singulédr und ihr Kern verschwindet nicht. Es
gibt also einen Vektor 7 # 0 mit (P—E)- 7= 0. Daraus folgt, dass P-7 = @ bzw.
dass A = 1 ein Eigenwert von P sein muss! Eigenwerte stochastischer Matrizen
haben die Eigenschaft, dass fiir sie |A] < 1 sein muss.

Im Normalfall ist also A\; = 1 betragsmaéssig echt grosser als alle anderen Ei-
genwerte und der zugehorige Eigenvektor ist die stationédre Verteilung. Fiir die
zugehorigen Eigenvektoren erhélt man

171:71 p2—1 Ty = -1
pr+pe—2\p—1)° 1

und fiir die Matrizenpotenz ist

pr___ L ( p2—1+det"(A)(p1 —1)  (p2 — 1)(det™(A) — 1) )
pi+pr—2\ (1—p)det”(4)—1)  pr—1+det"(4)(p2—1)

Sie strebt dem Grenzwert

1 _ _
Pe=tmPi=— L (P27l -l
k—o0 pr+p—2\p—1 pi—1

zu.

Beispiel. Fiihren wir auf dem Fibonacci-Graphen eine Zufallswanderung durch,
indem wir jeden der mdglichen Wege mit der selben Wahrscheinlichkeit einschla-
gen, erhalten wir den Ubergangsgraphen

mit der Ubergangsmatrix

s

Il
VR
— o
N|—= N|—=
N——

und dem charakteristischen Polynom

11
xp(\) = -5 §A+A2
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und den beiden Eigenwerten aus dem Spektrum op = {1, f%} Starten wir die
Wanderung in den beiden Destination mit der Anfangsverteilung p(0), so wird
sie langfristig in die Grenzverteilung iibergehen, die zum Fixpunkt

)

gehoren. Wir werden uns also langfristig rund % der Zeit im Knoten 1 aufhalten
und die restliche Zeit im Knoten 2 sein.

HlZPOO'ﬁ(O):<

Wl Wl

1.0 10. o

0.8~ 08

060 06 & Tt

04 . 04t

02f ° 020

00f e oty 00Le ‘ ‘ ‘ ‘
5 10 15 20 5 10 15

Abbildung 2.19: Aufenthaltswahrscheinlichkeiten bei der gleichverteilten
Fibonacci-Wanderung.

Diese Zufallswanderungen entsprechen im bekannten Fibonacci-Baum einem
Wahrscheinlichkeitsmass auf den Zweigen geméss folgender Figur.
Aus der Matrizenpotenz

lesen wir ab, dass die Wahrscheinlichkeit, in drei Schritten vom Zustand 1 in
den Zustand 1 zuriickzukommen

N[N
ool ool

3 — 1 =1- 1 . 1

P=y=""9"%
betrégt. Das heisst, dass bei einer sehr grossen Anzahl Anzahl Widerholungen
von Irrfahrten der Linge 3 rund 25% entlang des einzigen Pfades von 1 nach 1

verlaufen werden. Entsprechend gilt
3 1 11 1

3
—2_-(1-21 1.2.2)=1-=
=g =g+ g3) 1
Daher werden rund 75% solcher Irrfahrten im Zustand 2 enden. Offensichtlich
werden also die Wahrscheinlichkeiten entlang eines Pfades multipliziert und jene,
die zu unterschiedlichen Pfaden gehoren, die zum selben Zustand fithren, werden

addiert.
Entsprechend enthélt die Matrizenpotenz
11
32 )
21
32

-

B2 Bl



226 KAPITEL 2. MATRIZENALGEBRA

Abbildung 2.20: Das gleichverteilte Mass auf dem Fibonacci-Baum.

die Information, dass die Wahrscheinlichkeit in einem Wege der Linge 5 vom
Zustand 1 zu sich selber zuriickzukehren
5 1 11
5
= =(1.2.1.2.Z 1.2.2. 1.2 1.2.-.2. -
==yl gd+lg g tg)+lg 353
betriagt und das System bei einer solchen Irrfahrt entsprechend mit der Wahr-
scheinlichkeit

11 1.1
5
== —(1-21- 2 1)+(1-21-=- V(1221 2) (1.2 2. 2.1+ (1. 2. 2. 2.
P12 = 95 (2 2)+(2 22)+(22 2)+(222)+(2222)
in den Zustand 2 iibergeht. Wegen mangelnder Alternativen ist es die Gegen-

wahrscheinlichkeit pf, = 1 =1 — .

Andere Ubergangswahrscheinlichkeiten auf dem selben Ubergangsgraphen fiithren
selbstversténdlich zu einem anderen Baum-Mass. Die Probleme der Wahrschein-
lichkeitsrechnung auf einem Mass-Baum werden aber auch dann zweckmaéssig
mit den beiden Pfadregeln gelGst.

1. Die Wahrscheinlichkeit eines Pfades ist gleich dem Produkt aller Wahr-
scheinlichkeiten lings des Pfades.

2. Die Wahrscheinlichkeit, eine Zustandsmenge 7' zu treffen ist gleich der
Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Pfade, die nach T fiithren.

Dass sich die Verteilung in diesem Beispiel, in dem wir im Knoten 1 zur Wan-
derung gestartet sind, der Grenzveteilung alternierend ndhert, hingt damit zu-
sammen, dass der zweite Eigenwert Ay im Gegensatz zum frither betrachteten
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Wald diesmal ein negatives Vorzeichen hat und daher die explizite Formel fiir
die Komponentenfolgen

k
p1(k) e MY + e = % + 012( - %) y  Cl2 = %

p2(k) = caAl + )}

k
2 1 1
§+022(—§) y C22= —g

alternieren werden. Die Konvergenz ist schneller als im fritheren Beispiel, weil
dieser Eigenwert betragsméssig kleiner ist. O

Im Sonderfall, wo ein weiterer Eigenwert den Betrag |A\| = 1 hat, muss also
det(P) = %1 sein.

Im ersten Sonderfall p; = py = 1 ist die Ubergangsmatrix

10
(o V)

die Einheitsmatrix mit dem zugehorigen Ubergangsgraphen, der in zwei Zu-
sammmenhangskomponenten zerfillt.

40 ©n]

Unter diesem Prozess bleibt jede Verteilung fix. Weil es nicht moglich ist, von
jedem Zustand in jeden anderen iiberzugehen, ist dieses stochastische System
nicht ergodisch.

Im anderen Sonderfall p; = py = 0 ist die Ubergangsmatrix

0 1
(4 0)

und der zugehérige Ubergangsgraph ist

1

O— =0

1

Dieses System oszilliert zwischen den beiden Zustdnden hin und her und die
einzige fixe Verteilung ist die Gleichverteilung. Dieser Prozess ist zwar ergo-
disch aber nicht regulir in dem Sinn, dass keine Potenz der Ubergangsmatrix
je strikt positive Elemente hat. Das typische Verhalten dieses Systems erkennt
man, wenn man es im Anfangszustand €; startet. Dann ist T5 - €5 = €5 und das
System osziliert zwischen diesen beiden Zustdnden hin und her, was nicht ver-
wunderlich ist, wenn man beachtet, dass T» geometrisch als Spiegelung an der
ersten Winkelhalbierenden beschreibt. Das periodische Verhalten dieses Systems
ldsst sich leicht numerisch beobachten.

L]0 1 2 3 4 5
2, ]0 1 0 1 0 1
e |1 01 0 1 0

Die Komponenten der zugehorigen Vektorfolge erfiillten die lineare Rekursion
Tpi2 = x mit dem charakteristischen Polynom A2 — 1. Die Ubergangsmatrix
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T5 kann als Begleiterpolynom dieses Polynoms aufgefasst werden und ist wegen
T22 = FE involutorisch. Sie hat die beiden Eigenwerte \; = 1 und Ay = —1 mit
den zugehorigen Eigenvektoren

(1) a(3)

Sie bleiben bei der Geradenspiegelung 75 fix, bzw. gehen in ihren Negativen
iiber, weil sie auf dem Spiegel liegen bzw. senkrecht zu ihm stehen. Die beiden
Eigenvektoren bilden die Spalten der Transformationsmatrix

1 -1
(1)

die als Hadamard-Transformation bekannt ist und in vielen Anwendungen eine
zentrale Rolle spielt, weil sie als Drehung um den Winkel ¢ = 7 die Ebene
maximal stark verdreht. Wir werden spéter diesen Ubergangsgraphen auf belie-
bige reguldre n-Ecke verallgemeinern und durch Untersuchung der zugehorigen
Systemmatrix T}, die den zyklischen Shift beschreibt, analog auf die diskrete
Fourier-Transformation F), stossen, die also eng mit der Hadamard-Transfor-
mation verwandt ist, aber im Gegensatz zu ihr transzendente Zahlen und tran-
szendente Funktionen erfordert, die in einem Computer nicht exakt dargestellt
werden konnen.

Ein weiterer Spezialfall spielt bei Studium stochastischer Systeme noch eine
wichtige Rolle.

Falls p; = 1 und py # 1 ist, hat die Ubergangsmatrix

I 1—po
P= , 0<p2<1
(0 D2 > = P2

die zum Ubergangsgraphen

1-p2

zwar einen Eigenwert, der betragsmaéssig echt kleiner als 1 ist. Dieses stochasti-
sche System ist nicht ergodisch, hat aber einen absorbierenden Zustand, den es
nie mehr verlassen kann und in dem es frither oder spéter landen wird.

Bisher haben wir autonome lineare Prozesse betrachtet, bei denen der Anfangs-
zustand @ nach k Schritten in den Zustand ¢(k) € R™ iibergeht und die durch
die lineare, homogenen Rekursionsgleichung #(k + 1) = A - (k) beschrieben
werden. In den Anwendungen treten gelegentlich Prozesse auf, die von aussen
durch eine zeitabhéngige Storung 5(k) € R™ gestort werden und die deshalb der
inhomogen linearen Rekursionsgleichung

Gk +1) = A-g(k) + 5(k), 70)=a

geniigen. Dabei nehmen wir an, der zeitliche Verlauf der Stérung, d.h. die Vek-
torfolge k +— 5(k) sei bekannt. Um ein Gefiihl fiir die Dynamik dieses allgemei-
neren Prozesses zu erhalten, berechnen wir rekursiv die ersten paar Zustdnde
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und erhalten durch Einsetzen

y0) = a

J(1) = A-§(0)+50) = A-d+350)

J(2) = A-j(1)+35(1) =A% a+ A-50)+3501)

7(3) = A-7(2)+52) =A% G+ A% 50)+A-5(1)+52)

Daraus erkennen wir bereits das gesuchte Muster und erhalten fiir die Losung
des inhomogenen Problems

k—1
gy = AF @+ AT 5 = AR a4 pk),  k>1
j=0

Der erste Summand beschreibt das durch die Anfangsbedingung @ verursachte
freie (homogene) Systemverhalten, das durch Abschalten der dusseren Stérung
entsteht. Dazu kommt dann beim gestérten (inhomogenen) System als zweiter
Summand noch die sogn. Partikularlosung in Form einer Summe

k—1 k—1
k) = 30 AV () = AR ST ATO () = AR ()
§=0 §=0
Die Bezeichnung fiir diesen Vektor ist gerechtfertigt, weil er die Eigenschaften

plk+1) = A-pk) + 5k), p(0)=0

hat, wie man leicht iiberpriift. Er erfiillt also die inhomogene Rekursionsglei-
chung und eine speziell einfache Anfangsbedingung.

Offenbar ist es im inhomogenen Fall nicht mehr so leicht, den gewiinschten
Zustand ¢(k) mit Hilfe der Matrizenpotenz A* allein zu berechnen, weil man zur
Losung des zugehorigen homogenen Systems eben noch eine Partikuldrlosung
bestimmen und dazu eine Summe berechnen muss. Die explizite Berechnung
dieser Summe kann, je nach der Gestalt der Stérung, schwierig sein.

Im zeitkontinuierlichen Fall lautet das entsprechende lineare, inhomogene Sy-
stem von Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

gty =A-git)+3t), §0)=a
Auf Grund des diskreten Falls erwarten eine Losung dieses Systems der Gestalt
g(t) = e - a+plt).

Fiir die Partikuldrlgsung p(¢) machen wir in Anlehnung an den diskreten Fall
den Ansatz (sogn.Variation der Konstanten)

plt) = et - (1)
mit der Ableitung

ﬁl(t) _ (etA)/-T(t)—i—etA 'F,(t) _ A_etA ~F(t)—|—etA _F/(t) _ A'ﬁ(t)-i-etA _F/(t)
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Damit es sich dabei um eine Losung des inhomogenen Systems handelt, muss
() =5(), () = (M)A = e A1)

gelten, was dazu fithrt, dass wir

setzen miissen und sich damit die Partikulérlésung in der Form eines Integrals

t t
p(t) = et / e AT 3(r) dr = / eAt=7) . 3(r) dr
0 0

ausdriicken lisst. Kennt man also den Propagator e! von A, so ist zur Be-

stimmung der allgemeinen Losung des Differentialgleichungssystems noch ein
Integrationsproblem zu 16sen, dass mehr oder weniger anspruchsvoll sein kann
und im homogenen Fall 3(t) = 0 entfillt.

Wir nehmen nun an, die Stérungfolge §(k) lasse sich ihrerseits durch eine auto-
nome, homogene Rekursionsgleichung der Form

§k+1)=DB-5k), 35k) =B"-50)
beschreiben. Damit nimmt die Rekursionsgleichung die matrizielle Form
yk+1)=A-yk)+ E - 5k)

einer linearen, inhomogenen Rekursionsgleichung an. Sie wird homogen, indem
wir mit dem Zustands- und Stérungsvektor den erweiterten Zustand

(k) = ( i/:gk) ) € R*™"

der doppelten Dimension definieren. Er erfiillt das System von Rekursionsglei-
chungen

yk+1) = A-yk)+ E-5(k)
Sk+1) = B-5(k)

die matriziell in der homogenen Form
Zk+1)=M-Z(k)
geschrieben werden kann, falls man als Systemmatrix die Blockmatrix
A FE
=0 5)
verwendet. Durch Ubergang zur doppelten Dimension ist also das inhomogene

System homogen geworden.

Beispiel. Die wichtigste Reihe {iberhaupt ist neben der arithmetischen die geo-
metrische Reihe, weil sie sich ebenfalls explizit summieren lasst. Wir versuchen
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nun, die Glieder einer geometrischen Folge zu summieren, d.h. wir suchen eine
Formel fiir die Summe

k
yk) =Y @ =1+q+¢+-+4q"
§=0
Ideal wire, wenn wir diese Summe, analog wie seinerzeit die Summe der arith-
metischen Folge, durch eine explizite, elementare Formel beschreiben kénnten.

Fiir ¢ = 1 ist die Sache trivial, weil dann einfach y(k) = k + 1 gilt. In Zukunft
werden wir also stillschweigend die Zusatzvoraussetzung ¢ # 1 machen.

Als Summe erfiillt y(k) die lineare, inhomogene Rekursionsgleichung einer Par-
tialsummenfolge
ylk+1) =y(k) +¢",  y(0) =1

Die zugehoérige homogene Gleichung y(k + 1) = y(k) beschreibt einfach die
konstanten Folgen. Die Stérung ist hier s(k) = ¢**! eine geometrische Folge
und erfiillt daher die homogene Differenzengleichung

s(k+1)=q-s(k),  s(0)=g¢

der geometrischen Folge. Somit erfiillt der erweiterte Zustand

die homogene Differenzengleichung

Fk+1) = M- Z(k)

11
M =
( 0 ¢ )
deren Potenzen nun zu bestimmen sind. Beispielsweise ist

1 14g¢ 3 (1 1+q+q2>
M? = . M=
(0 ¢’ ) 0 7’

mit der Systemmatrix

und damit gilt allgemein
n—1 ;5
M = 1 Zj:o ¢’
0 q"

Im wesentlichen kommt also die urspriingliche geometrische Reihe darin vor.
Die Matrix M hat das charakteristische Polynom yas(A) = ¢ — (1 + @)\ + A2
mit den beiden Figenwerten A\; = 1 und A2 = ¢ mit den beiden Eigenvektoren

L (1 A
/UI_ O 9 UQ_ q—l

wie man leicht iiberpriift. Damit erhalten wir fiir die Transformationsmatrix
und ihre Inverse

(11 L1 g—1 -1
X_<0 q—1>’ X _q—l( 0 1>
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Die zugehorige Diagonalmatrix lédsst sich leicht potenzieren und man erhélt

(10 k(1 0
A_<0 Q>’ A_<0 Q’“)

und damit die gesuchte Potenz

k_1
MF— X AR X1 (1 = )

0 qk'

Damit ldsst sich der Zustand Z(k) explizit beschreiben. Man erhélt

O 0 I W T N AN
M)_(S(@)_M xm)_(o - ) (q)_( )

Ein Koeffizientenvergleich liefert die gesuchte Summenformel

k
y(k)=2qj=%, q#1

Ersetzt man k durch k — 1, nimmt sie die Form

k—

. qk—l
—1) = J =
y(k—1) jZ::q =

Ju

an, mit der man die gefundene Matrizenpotenz bestétigt.

Wie bei der Summenformel der arithmetischen Folge geben wir nun fiir die
gefundene Formel noch eine intuitiv einleuchtende Erkldrungen, mit der sie sich
einfach merken ldsst. Dazu schreibt man die Summe y(k) und darunter die mit
g multiplizierte Summe ¢ - y(k) aus:

y(k) = 14+q¢+¢+¢+-+4q"
q-yk) = a4+ +q*+- -+ "+ gt

Subtraktion der oberen Zeile von der unteren und berechnen der entstehenden
Teleskopsumme liefert

q-ylk) —ylk)=yk)-(¢—1)=¢"" -1

und nach Division durch ¢ — 1 die oben berechnete Summenformel.

Fiir |¢| < 1 konvergiert der Summenwert fiir wachsendes k, weil dann die Po-
tenzen ¢**1 schnell verschwinden. Wir erhalten also die geometrische Reihe

= 1
y(w):1+q+q2+---:zqﬂ:—1_q, gl <1
=0

Diese Formel lédsst sich also algebraisch so merken, dass man die Reihe auf der
linken Seite mit ¢ multipliziert. Dann erhélt man bis auf den ersten Summanden
1 die selbe Reihe, d.h. es gilt ¢ - y(c0) —y(o0) =1= (¢ —1) - y(c0).
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Um die Formel fiir die geometrische Reihe geometrisch plausibel zu machen,
gehen wir vom rechtwinkligen Trapez Ty = PyBoB1 P, aus, dessen Hohe BB,
und lénger Schenkel ByP, die Lange 1 und dessen kiirzerer Schenkel By P; die
Lange ¢ hat. Seine Seiten ByB; und PyP; schneiden sich fiir 0 < ¢ < 1 im
Punkt B.,. An den kiirzeren Schenkel von 77 wird nun ein dhnliches rechtwink-
liges Trapez To = Py B1 B2 Py geklebt. Sein léngerer Schenkel hat also die Lénge
q und sein kiirzerer Schenkel hat aus Ahnlichkeitsgriinden die Linge ¢2. So fort-
fahrend erhalten wir eine Folge dhnlichee Trapeze T,,, deren kiirzerer Schenkel
die Linge d(By, P,) = ¢™ haben. Diese Lingen bilden daher die geometrische
Folge 1,q,q2,...,q". Ferner ist die Gesamtlinge

sn=d(Bo,Bn) =14+q+¢*+ - +¢"
die gesuchte Summe und
Soc = d(Bo, Boc) =1+ q+¢* + -+

die gesuchte Reihe. Auf der Parallelen zur Geraden ByBs, im Abstand 1 durch

den Punkt P befindet sich die Folge der zugehorigen Unterteilungspunkte Q1, Qo, . . .

PO Ql Qn

B

Abbildung 2.21: Begriindung der Summenformel fiir die geometrische Folge.

Um die Summenformel fiir die geometrische Folge einzusehen, beachten wir,
dass das rechtwinklige Dreiecke D1 = PyP;Q;, dessen Katheten die Liangen
d(P;,Q1) =1—qund d(Q1, Py) = 1 haben, zum rechtwinkligen Dreieck D,, =
Py P, Q,, hnlich ist, dessen Katheten nach Konstruktion die Lingen d(P,,, Q) =
1 —¢"™ und d(Py, Qn) = s, haben. Fiir die Verhéltnisse gilt

was der behaupteten Summenformel entspricht.

Um die Formel fiir die geometrische Reihe einzusehen, beachten wir, dass auch
das rechtwinklige Dreieck BgB.,FPy mit den Kathetenlingen 1 und s., zum
Dreieck D; dhnlich ist. Fiir das Verhéltnis gilt

s 1 1
oo~ o =1 i+ = ——
1 1—q s +q+q +q + 1—¢

und damit die behauptete Formel fiir die geometrische Reihe.
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Man findet bereits bei Euklid im Buch IX, Proposition 35 einen Beweis fiir
die Summenformel der geometrischen Folge, der allerdings fiir einen modernen
Leser in ziemlich altertiimlicher und umstéandlicher Sprache formuliert ist. (O

Beispiel. Die geometrische Reihe wurde in der Schule dazu verwendet, um
periodische Dezimalzahlen in gewohnliche Briiche zu verwandeln. Fiir ¢ = 1—10
liefert sie eine Begriindung fiir die Beziehung

1 1 10

=l =110 =11 = —
s T 100" 9

Nach Multiplikation mit 19—0 erhélt man die Beziehung
0.999...=09=1

die langst nicht alle Schulabgénger verstanden haben.

Um diese Beziehung zusétzlich etwas zu beleuchten, berechnen wir ihre n-te
Partialsumme

9 9 9 91—k 1

n

Die n-stellige Approximation 0.99...9 liefert tatséichlich nicht ganz 1. Der Un-
terschied wird aber sehr rasch beliebig klein und der Grenzwert der Folge von
Partialsummen ist 1. Weil reelle Zahlen als Aquivalenzklassen konvergenter Fol-
gen definiert sind, wobei zwei Folgen als dquivalent gelten, falls ihre Grenzwerte
iibereinstimmen, gilt die behauptete Beziehung tatséchlich und die Dezimaldar-
stellung einer rellen Zahl ist nicht eindeutig bestimmt. O

Beispiel. Lisst man eine Stahlkugel aus der Hohe hg frei auf eine glattgeschlif-
fene horizontale Marmorplatte fallen, so springt sie wieder hoch, wird aber auf
Grund von Reibungsverlusten nur noch den r-ten Teil der urspriinglichen Héhe
erreichen. Die Frage stellt sich, wie lange sie so auf und ab hiipft, falls sie je-
desmal, nachdem sie auf die Platte gefallen ist, nur noch den r-ten Teil der
vorherigen Hohe erreicht.

Bezeichnen wir die erreichte Hohe nach dem n-ten Aufschlag mit h.,, so gilt auf
Grund der Modellannahme die Rekursionsgleichung

thrl =7-hy

Die Fallhohen bilden also eine geometrische Folge mit der sogn. Elastizitéatskon-
stante 0 < r < 1 als konstanten Quotienten und kénnen daher explizit durch
die Beziehung

hn = ho "

beschrieben werden.

Um nun die Fallzeiten ins Spiel bringen zu kénnen, erinnern wir uns an den von
Galilei beim freien Fall beobachteten Zusammenhang zwischen dem zuriickge-
legten Weg und der benétigten Zeit

9.2
h==t t=4/—
2 )
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A

to 2t1 2t9 2t3 2ty 2ty

Abbildung 2.22: Weg-Zeit-Diagramm der hiipfenden Kugel fiir r = %.

Fiir die Folge der Fallzeiten erhélt man eine weitere geometrische Folge

2hy, 2hor™ 2h
e R aE,

9

2h
to =4/ =2
9

die Zeit zwischen dem Loslassen der Kugel bis zum ersten Aufschlag. Der kon-
stante Restitutionskoeffizient
q=r

beschreibt, wie gut die Kugel hiipft. Er kann experimentell bestimmt werden,
indem man das Ger#usch, das die Kugel beim Aufschlagen auf der Platte macht,
mit einem Mikrophon aufnimmt und die Abstédnde zwischen den einzelnen dis-
kreten Lautstidrke-Maxima analysiert, die im Weg-Zeitdiagramm der Folge der
markierten Punkte (o) entsprechen.

Dabei bezeichnet

Die Gesamtzeit fiir n Spriinge, nachdem die Kugel das erste Mal auf den Tisch
aufschlagen setzt sich aus den Fallzeiten der einzelnen Spriinge zusammen und
betragt, da die Steigzeit und die Fallzeit iibereinstimmen

n n+l _ 1
Tp=2t 4 42, =201+ q+¢>+-+q") :21512(1":2751qu1
j=0
da es sich dabei um eine gometrische Reihe handelt, die wir explizit aufsummie-
ren koénnen. Benutzen wir ¢ = tg - ¢ und setzen fiirt tg den bestimmten Wert
ein, erhalten wir schliesslich die Beziehung
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Interessant ist hier die Beobachtung, dass diese Zeit fiir wachsendes n nicht iiber
alle Grenzen wiichst, sondern sich fiir ¢ < 1 rasch dem Grenzwert

2h 1
To=2y"2. g . ——
9 1—g¢

néhert. Spétestens nach dieser endlichen Zeit wird die Kugel unendlich viele
Hiipfer gemacht haben und auf der Platte ruhen.

In der Praxis wird man allerdings Hiipfer nicht mehr registrieren kénnen, sobalt
sie eine kritische Hohe ¢ unterschreiten. Es muss also

E
hn > €, hor™ > €, > —
ho

gelten. Es konnen also hochstens

no = {WJ

Hiipfer registriert werden.

Im numerischen Beispiel hg = 80 [cm] und r = 3 = 81% ist ¢ = &5 = 90%. Der
erste Hiipfer ist Ay = 64.8 [cm] hoch und dauert 2¢; = 0.73 [s]. Der Grenzwert
ist T, = 7.27 [8]. Fiir die Messgenauigkeit ¢ = 1072 [em] ist ng = 42 und
Ty2 = 7.19 [s]. Der letzte messbare Hiipfer dauert 2t4o = 9.7 - 1072 [s] und ist

noch hge = 1.15- 1072 [em] hoch.

Bei jeder Kollision mit der Platte verliert die Kugel etwas an Energie und Impuls
und die Frage stellt sich, wie sich diese physikalischen Grossen im Lauf der Zeit
verhalten. Weil die Gesamtenergie zwischen zwei Hiipfern bei Abwesenheit von
Luftreibung konstant bleibt, spielt fiir die Kugel der Masse m nur die potentielle
Energie Epot(h) = mgh in der Hohe h und die kinetische Energie Fyi,(v) =
%mv2 bei der Geschwindigkeit v eine Rolle und wegen der Energieerhaltung gilt

Ekin(v) = Epot(h) dh

1
mgh = §mv2, v(h) = +/2gh

Weil sich die maximale Hohe beim n-ten Hiipfer von h, zu h,41 = 7 - hy,
dndert und dann noch den r-Teil betragt, &ndert sich dabei die potentielle
Energie von Epot(hn) 20 Epot(hnt1) = 7 - Epot(hyn) und betrégt daher eben-
falls noch den r-ten Teil. Die Geschwindigkeit dndert sich dabei von v(h,,) zu
V(hpt1) = /1 - v(hy,) und betrigt noch den g-ten Teil. Damit #ndert sich auch
der Impuls p = mv auf den ¢-ten Teil. Die Elastizitdtskonstante r ist der feste
Koeffizient in der geometrischen Folgen der Fallh6hen und der Energie bei auf-
einanderfolgenden Hiipfern, wiahrend sich die Fallzeiten, Geschwindigkeiten und
Impulse in Form einer geometrischen Folge mit dem Restitutionskoeffizienten
q = +/r als konstanten Faktor #andern. O

Die fiir Skalare hergeleitete Summenformel fiir die geometrische Folge ldsst sich
auf Matrizen verallgemeinern. Fiir eine quadratische Matrix A € R™" gilt

(A—E)- (E4+A+A%+. 4 A) = A _E = (E+A+A%+...+ AF).(A-E)
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wie man durch Ausmultiplizieren bestétigt. Falls also A — E invertierbar ist,
d.h. falls A keinen nicht trivialen Fixpunkt hat, gilt die Summenformel

k
E+A+ A% 4 AR =3 A = (A=) (A - E) = (A —E).(A-E)™!
=0

Falls séamtliche Eigenwerte von A betragsméssig echt kleiner als 1 sind, konver-
giert die geometrische Reihe gegen den Grenzwert

E+A+A+...=) A =(E-A)"
j=0

der geometrischen Reihe. Es handelt sich wohl neben der frither angetroffenen
Exponentialreihe um die zweite fundamentale Potenzreihe, die nun also auch
fiir Matrizen zur Verfiigung steht.

2.6 Komplexe Zahlen

Wir haben darauf hingewiesen, dass Matrizen als verallgemeinerte Zahlen be-
trachtet werden konnen. Von Zahlen sind wir uns aber etwas mehr gew6hnt
als nur die beiden Grundoperationen + und - zusammen mit den Rechenregeln
einer Algebra. Wir erwarten, dass zu jedem Element, das von 0 verschieden ist,
ein multiplikatives Inverses existiert. Eine Algebra mit dieser Eigenschaft nennt
man einen Schiefkorper. In einem Schiefkérper gilt also zusétzlich zu den frither
angegebenen Regeln einer Algebra:

20. Zu A # 0 gibt es ein multiplikatives Inverses.

Grob gesagt sind Schiefkoérper algebraische Strukturen, in denen man so rechnen
d.h. addieren und multiplizieren kann, wie man das in der Grundschule gelernt
hat, solange man allerdings die Kommutativitit der Multiplikation nicht be-
nutzt. Wenn ein Schiefkérper sogar eine kommutative Multiplikation hat, reden
wir von einem Kdrper.

In einem Korper K gibt es also zwei Operationen +: K x K — K (Addition) und
K x K — K (Multiplikation) fiir die gilt:

1. Die Addition eines Korpers ist assoziativ, kommutativ und hat ein Neutral-
element 0 € K beziiglich der Addition. Ferner existiert zu jedem Element
a € K ein additives Inverses —a mit a + (—a) = 0.

2. Die Multiplikation eines Korpers ist assoziativ, kommutativ und hat ein
multipikatives Neutralelement 1 € K. Ferner existiert zu jedem Element
0 # a € K ein multiplikatives Inverses a=! mit a-a=! = 1.

3. Diese beiden Operationen sind distributiv a-(b+c) = a-b+a-c miteinander

verkniipft.

Beispiel. Tatsiichlich handelt die Sekundarschule vom Kérper (Q, +, ) der ra-
tionalen Zahlen, der dann in der Mittelschule mehr oder weniger explizit zum
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Korper (R, +,-) der reellen Zahlen erweitert wird. Die in der Primarschule be-
handelten natiirlichen Zahlen (N, +,-) und der ganzen Zahlen (Z,+,-) mit den
iiblichen Grundoperationen sind noch keine Koper, weil in der Regel kein mul-
tiplikatives Inverses existiert.

Die reellen quadratischen Matrizen R™"™ mit der Matrizenaddition und dem
Matrizenprodukt bilden fiir n > 2 keinen Schiefkorper, weil das multiplikative
Inverse fehlt, was damit zusammenhéngt, dass Nullteiler vorhanden sind. (O

2.6.1 Konstruktion

Wir interessieren uns fiir Korper, die echt grosser sind als der Korper R der
reellen Zahlen. Dieses Interesse begriindet sich im Wunsch der italienischen Ma-
thematiker des 14. Jahrhunderts, quadratische und kubische Gleichungen, wie
sie in der Matrizenrechnung als charakteristische Gleichungen auftauchen, zu
16sen. Solche Gleichungen haben oft keine reellen Losungen, weil man gelegent-
lich Quadratwurzeln aus negativen Zahlen ziehen miisste, die bekanntlich unter
den reellen Zahlen nicht existieren. Es stellte sich dann {iberraschenderweise
heraus, dass wenn man solche — scheinbar sinnlosen — Objekte ohne mit der
Wimper zu zucken hinschreibt und mit ihnen sehr sorgfiltig rechnet, man sehr
oft auf mirakulose Weise die gesuchten reellen Losungen erhélt. Diese Objekte
spielten also urspriinglich nur in gewissen Zwischenschritten, nicht aber im End-
ergebnis der Rechnungen, eine Rolle und wurden deshalb als imagindre Zahlen
bezeichnet, weil man nicht wusste, was sie sind, aber sich vorstellen konnte, dass
sie irgendwie hilfreich sein sollten.

Der Durchbruch gelang dann 500 Jahre spater Hamilton, als er erkannte, dass
sich alle die benstigten, scheinbar sinnlosen, Objekte in der einheitlichen Nor-
malform x + yi beschreiben und damit einfach als Vektoren in der Ebene inter-
pretieren lassen. Zu seiner sehr grossen Uberraschung erkannt er ferner, dass sich
auch die Operationen mit diesen Objekten geometrisch interpretieren lassen. Die
Addition ist die Vektoraddition und damit nicht sonderlich {iberraschend. Die
viel interessantere Multiplikation entpuppte sich als Drehstreckung: Beim Mul-
tiplizieren mit einer beliebigen komplexen Zahl werden die Punkte der Ebene
um einen Faktor gestreckt und um einen Winkel gedreht. Es ist in erster Li-
nie diese einfache geometrische Interpretation der komplexen Zahlen und ihrer
Operationen, die sie fiir die Anwendungen unentbehrlich macht.

Auf Grund dieser engen Beziehung der komplexen Zahlen zur Geometrie der
Ebene erwarten wir, dass wir die komplexen Zahlen irgendwie als Matrizen vom
Typ R?? interpretieren kénnen sollten. Viele Matrizen haben keine multiplikati-
ve Inversen, da Nullteiler existieren. Im allgemeinen sind also Matrizenringe kei-
ne Schiefkdrper, denn wir kénnen nicht dividieren. Wir stellen uns als néchstes
die subtilere Frage, ob wir vielleicht eine Teilmenge C C R%2 von 2 x 2-Matrizen
finden konnen, die einen Schiefkorper bildet, wobei wir natiirlich die Rechen-
operationen der Matrizenrechnung iibernehmen wollen. Es soll also gelten:

1. Die Menge C ist ein Schiefkérper, d.h. jedes von 0 verschiedene Element
aus C ist invertierbar.

2. Die Menge C ist abgeschlossen unter den Matrizenoperationen.

Die zweite Eigenschaft von C umfasst folgende Punkte:
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e Die beiden Matrizen 0 und E gehoren zu C.
e Die Summe zweier Elemente aus C gehort wieder zu C.

e Das skalare Vielfache eines Elementes aus C gehort wieder zu C.

Das Produkt zweier Elemente aus C gehort wieder zu C.

e Die Inverse eines von 0 verschiedenen Elementes aus C gehort zu C.

Um die erste Bedingung zu erfiillen, miissen wir die Elemente der Matrix

a c¢
(3 4)
so wihlen, dass die Determinante ad — be nur dann 0 ist, wenn die Elemente alle
0 sind. Dies erreichen wir zum Beispiel auf moglichst einfache Art dadurch, dass
wir d = a und ¢ = —b setzen. In diesem Fall lautet ndmlich die Determinante
a? + b%. Dieser Ausdruck ist nur dann Null, wenn beide Zahlen a und b Null

sind. Die einzige Matrix mit der Eigenschaft d = a und ¢ = —b, die also nicht
invertierbar ist, ist die Nullmatrix. Wir werden also dazu gefiihrt, die Matrizen

der speziellen Form
a —b
Zab = < b a >

zu untersuchen, die wir komplexe Zahlen nennen. Man kann eine solche Matrix
als positiv orientiertes, orthogonales 2-Bein in der Ebene interpretieren, das
aus den beiden Spaltenvektoren von Z, ; besteht, dessen beide Beine senkrecht
zueinander stehen und die selbe Linge haben. Tatséchlich gilt fiir diese Matrizen
die charakteristische Eigenschaft

Zap - Zay = (a® + %) Es.

Selbstversténdlich miissen wir nun noch die zweite Bedingung iiberpriifen, d.h.
untersuchen, ob diese Matrizen unter den Matrizenoperationen abgeschlossen
sind. Es ist klar, dass die Nullmatrix 0 als komplexe Zahl aufgefasst werden kann.
Sie wird die Rolle der Null spielen. Die Rolle der 1 iibernimmt die Einheitsmatrix
E, die in der Tat als komplexe Zahl aufgefasst werden kann. Fiir die Summe
zweier komplexen Zahlen und fiir das skalare Vielfache einer komplexen Zahl ist
sofort klar, dass es sich wieder um komplexe Zahlen handelt. Insbesondere kann
die negative komplexe Zahl wieder als komplexe Zahl interpretiert werden. Also
miissen wir noch untersuchen, ob das Produkt und die Inverse solcher Matrizen
wiederum von dieser speziellen Gestalt sind. Das ldsst sich aber einfach durch
Nachrechnen bestétigen. Fiir das Produkt zweier komplexer Zahlen erhalten wir
die Formel

7 .z B a =b\ (¢ —d\ _ [ a—-bd —(ad+bc)
abLed = b a d c )  \ ad+bc ac — bd
- Zacfbd,aderc

Als Produkt ergibt sich in der Tat eine komplexe Zahl. Fiir die reziproke kom-
plexe Zahl der komplexen Zahl Z, ; miissen wir die inverse Matrix verwenden,
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die nach unserer Uberlegung immer dann existiert, wenn die komplexe Zahl Zab
nicht Null ist. Wir erhalten:

1 a b 1
—1 _ _
Za,b ) T2 ( b a ) = 7a2 yy -Za,—b (Za,b ?é O)
Wiederum handelt es sich in der Tat um eine komplexe Zahl. Man beachte, dass
auch fiir komplexen Zahlen Division durch 0 keinen Sinn hat. Unsere Idee, mit
Hilfe der Matrizen neue Zahlen zu erkldren, scheint also zu funktionieren und
fithrt zur folgenden Definition.

Definition. Unter der Menge der komplexen Zahlen verstehen wir die Menge

der Matrizen
C_{< a —b ) \a,beR}CRm
b a

Man nennt a den Realteil und b den Imagindrteil der komplexen Zahl Z, 4.
Beides sind also reelle Zahlen.

Die Grundoperationen d.h. die Addition, die Subtraktion, die Multiplikation
und die Division komplexer Zahlen ist, wie oben erlidutert, mit Hilfe der ent-
sprechenden Matrizenoperationen erklért. Die Division ist einzig durch 0 nicht
definiert.

Es scheint auf den ersten Blick, als ob wir beim Multiplizieren komplexer Zahlen
aufpassen miissten, wenn wir die beiden komplexe Zahlen vertauschen. Das ist
erfreulicherweise nicht so, wie wir nachtriglich iiberrascht feststellen.

Satz. Die Multiplikation komplexer Zahlen ist kommutativ.

Beweis. Zum Beweis miissen wir einfach die beiden komplexen Zahlen in an-
derer Reihenfolge multiplizieren und mit obigem Produkt vergleichen. Es gilt:

[ c —d a —b\ [ ac—bd —(ad+bc) \ _
Zc’d'Za’b_<d c)( b a>_(ad+bc ac — bd >_Z“’b'Zc’d

WEeil das selbe Resulat herauskommt, ist der Beweis erbracht. 0O

Unsere Uberlegungen haben gezeigt, wie man mit komplexen Zahlen rechnet.
Ferner zeigen die Rechenregeln der Matrizenalgebra, dass fiir das Rechnen mit
komplexen Zahlen die selben Rechenregeln wie fiir das Rechnen mit reellen
Zahlen gelten. Wir stellen also fest, dass die komplexen Zahlen einen Ko&rper
bilden.

Einer der Griinde, warum die komplexen Zahlen gegeniiber den reellen Zahlen
Vorteile haben liegt darin, dass die komplexen Zahlen mehr innere Symmetrie
haben, die wir von den Matrizen her kennen. Wir stellen namlich fest:

Satz. Zu jeder komplexen Zahl Z, ; ist die Transponierte Zgb wieder eine kom-
plexe Zahl.

a
b

a b
ZaTJ): ( b a ) = Za

Beweis. Fiir die komplexe Zahl Z, , = < _2 ) erhalten wir
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Diese Matrix liegt erneut in der Menge C und beschreibt damit eine gewisse
komplexe Zahl. O

Man nennt die Transponierte der komplexen Zahl Z, ; die konjugiert komplexe
Zahl und schreibt Z, ;, dafiir. Aus den Regeln fiir den Umgang mit der Transpo-
sition und der Kommutativitat der Multiplikation komplexer Zahlen folgt, dass
sich die Konjugation komplexer Zahl mit den Grundoperationen vertrigt. Es
gilt nédmlich:

Za,b + Zc,d = Za,b + Zc,d7 Za,b . Zc,d = Za,b ' Zc,d7 Za,b = Za,b

Eine solche innere Symmetrie einer Struktur nennt man einen Automorphis-
mus. Selbstverstindlich gibt es in jedem Korper immer mindestens einen Au-
tomorphismus: die Identitat. Im Gegensatz zu den reellen Zahlen, die nur den
trivialen Automorphismus besitzen, hat der Koérper C der komplexen Zahlen
weitere, nicht triviale Automorphismen. Neben der stetigen Konjugation, die
den Unterkorper R C C fest ldsst, gibt es sogar iiberabzihlbar viel sogn. wil-
de Automorphismen, die allerdings nicht durch irgend eine Formel beschrieben
werden konnen.

Man kann die reellen Zahlen als Spezialfille der komplexen Zahlen auffassen,
indem man die folgende Zuordnung betrachtet:

R C, 7“0—>ZT’0:<6 2)

Sie ordnet also jeder reellen Zahl eine komplexe Zahl mit dem Imaginérteil 0
zu. Man stellt fest, dass die Addition und die Multiplikation komplexer Zahlen
gerade so erklért sind, dass sie sich mit den entsprechenden Operationen reeller
Zahlen vertragen. Die reellen Zahlen 0 und 1 gehen unter dieser Zuordnung
in die Nullmatrix bzw. in die Einheitsmatrix {iber. Man kann also die reellen
Zahlen als Teil der komplexen Zahlen auffassen. Deshalb werden wir in Zukunft
die komplexe Zahl Z, o weiterhin kurz mit r bezeichnen. Die reellen Zahlen sind
unter den komplexen Zahlen dadurch charakterisiert, dass fiir sie A = A gilt,
d.h. dass ihr Imaginérteil verschwindet.

In einer solchen Situation sagt man, die Zuordnung R — C sei eine Kdrpererwei-
terung. Eine weitere Korpererweiterung ist bereits aus der Schule geldufig: Die
Einbettung Q — R, die einem Bruch eine Dezimalzahl zuordnet. Beispielsweise
kennen wir von dort die Zuordnung

1 ___
87(1) — 0.12345679012345679

und die periodischen Dezimalzahlen entsprechen genau den Briichen.

Mit Hilfe der Konjugation kann jeder komplexen Zahl eine positive reelle Zahl
zugeordnet werden.

Definition. Es sei Z,; eine komplexe Zahl. Unter ihrer Norm verstehen wir
die reelle Zahl
N<Za,b) = Za,b ' Za,b eR
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Streng genommen handelt es sich beim Produkt
Z(L,b . 7a,b = Za,b : Zg:b = (CL2 + b2)E2

um eine gewisse Diagonalmatrix, die wir aber als reelle Zahl a® + b% = N(Z, )
interpretieren konnen. Diese reelle Zahl stimmt mit der Determinante der Matrix
Zqp Uberein und wir erkennen, dass die Norm einer komplexen Zahl als Summe
von zwei Quadraten sogar eine positive reelle Zahl ist.

Die Norm ist mit gewissen Grundoperationen vertréiglich. Zunéchst sind Norm
und Konjugation vertréglich. Es ist ndmlich

N(Zap) = N(Zay)

Uberraschenderweise ist die Norm mit dem Produkt komplexer Zahlen vetriglich.
Wie bei den reellen Zahlen, wo bekanntlich

a®-b* = (a-b)?
ist, gilt auch fiir komplexe Zahlen die fundamentale Normproduktregel.
N(Zap+ Zei) = N(Zap) - N(Ze,a)
In Komponenten ausgedriickt besagt die Normproduktregel
(a® +b%) - (¢® + d*) = (ac — bd)? + (ad + bc)?

Aus ihr folgt eine bemerkenswerte Eigenschaft natiirlicher Zahlen, die schon vor
2000 Jahren bekannt war3’. Es gilt nimlich, dass ein Produkt zweier Summen
von 2 perfekten Quadraten als Summe von von 2 perfekten Quadraten ausge-
driickt werden kann, wie das numerische Beispiel

(4416) - (9+25) = (6 —20)% + (10 +12)2, bzw. 20-34 = 196 + 484

illustriert. Die Normproduktregel ist ein nicht trivialer Sachverhalt, der aller-
dings einfach nachzurechnen ist, wenn man ihn einmal vermutet hat. Matriziell
folgt er aus der Tatsache, dass die Multiplikation komplexer Zahlen kommutativ
ist bzw. aus der Tatsache, dass die Determinante multiplikativ ist. Man beachte,
dass die Normproduktregel dquivalent zum Multiplikationsgesetz der komplexen
Zahlen ist.

Weil die Norm N (Z,Lb) > 0 einer komplexen Zahl Z,; reell und positiv ist,
konnen wir die Quadratwurzel zichen.

Definition. Die Quadratwurzel der Norm d.h. der Ausdruck

|Za,b| = \/N(Za,b) =/a? + b2

heisst Betrag der komplexen Zahl Z, ;.

Im Spezialfall einer reellen Zahl

0
ZT’():(S 7“)

30Man bezeichnet sie auch als Brahmaguptas Zweiquadrate Identitéit.
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ist |Zy 0| = |r| der aus der Schule bekannte Betrag und daher sind die Notationen
vertraglich.

Mit Hilfe der Norm l&sst sich die Reziproke Za_; einer komplexen Zahl Z,;
ausdriicken. Definitionsgemaéss gilt Za_g - Zap = E. Multiplizieren wir diese

Gleichung von rechts mit der Konjugierten Z,, erhalten wir die Beziehung
Z(:; “Zap Lap = ZLqp bzw. mit der Definition der Norm Z;; ~N(Za,b) =Zgp.
Division durch die reelle Zahl N (Za)b) liefert die gesuchte Formel

1 _
-1 _ .
Zﬂlyb - N(Za7b) Za7b7 (Zaib # 0)

die wir bereits kennen.

Wegen der Kommutativitdt der Multiplikation komplexer Zahlen und weil jede
komplexe Zahl Z. 4 # 0 eine Inverse hat, kénnen wir fiir komplexe Zahlen in
gewohnter Manier den Quotienten definieren und weiterhin Bruchrechnen wie
es sich gehort.

Definition. Es seien Z,;, und Z.4 # 0 zwei komplexe Zahlen. Unter ihrem
Quotienten verstehen wir den Bruch

Zab — —
VA 7d = Zc,; ’ Z‘%b = Zaab ’ Zc,c}’ (and 7& 0)

Neben diesen vertrauten Eigenschaften eines Korpers haben die komplexen Zah-
len zusétzliche, vollig neue und iiberraschende algebraische Eigenschaften. Um
zu sehen, worum es geht, nehmen wir den Prototyp einer komplexen Zahl unter
die Lupe, die nicht von einer reellen Zahl herkommt.

Satz. Es gibt eine komplexe Zahl I mit der Eigenschaft I = —F.

Beweis. Man wihle die komplexe Zahl

0 -1
ez (0 1)

und rechne nach. O

Man nennt I die imagindre Einheit von C. Sie 16st die Gleichung 22 = —1.
Tatsédchlich ist auch —I Losung dieser Gleichung, wie man leicht verifiziert.
Die Existenz einer Zahl I mit der Eigenschaft I? = —1 galt lange Zeit als
fraglich oder gar schockierend. In unserem Zusammenhang ist ihre Existenz
selbstverstdndlich und der eigentliche Schock liegt in der willkiirlichen Wahl, mit
der wir I vor —I bevorzugen! Treffen ndmlich nicht alle Mitmenschen die selbe
Wahl, sind Missversténdnisse frither oder spéter unvermeidlich. Immerhin gibt
es im Zusammenhang mit der Wahl der imaginéren Einheit nur eine Moglichkeit
fiir ein Missversténdnis.

Beispiel. Fiir die imagindre Einheit I erhalten wie die konjugierte komplexe

Zahl
0 1
_<—1 0)‘1

~
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und damit I -1 =1= N(I). Daher ist |I| =1 und | - I| = 1. O

Beispiel. Die weiteren Potenzen der Zahl I lassen sich leicht bestimmen. Es
gilt: I? = —I und I* = F und sie wiederholen sich dann periodisch.

Fiir den reziproken Wert der imagindren Einheit gilt:

1 0 1y\_
r=( )=t

Daher sind also die Potenzen der imaginiren Einheit periodisch mit der Periode
4. Es gilt
E falls n =0 mod 4
I fallsn=1mod 4
—E fallsn =2 mod 4
—1 fallsn =3 mod 4

Der Leser ist gut beraten, sich diese Formeln zu merken. Sie besagen, dass die
vier Matrizen der Menge {E,I,—E,—1} mit der Matrizenmultiplikation eine
zyklische Gruppe der Ordnung 4 bilden. O

"=

Wir stellen also fest, dass in den komplexen Zahlen gewisse Gleichungen Losun-
gen haben, die in den reellen Zahlen unlosbar sind. Das macht den Korper der
komplexen Zahlen besonders angenehm. Zum Beispiel werden wir zeigen, dass
jede quadratische Gleichung in den komplexen Zahlen 16sbar ist. Dies ist ein
Spezialfall des berithmten Fundamentalsatzes der Algebra.

Satz. Im Korper C der komplexen Zahlen besitzt jede Polynomgleichung

Cn2" itz =0, ¢, #0
mit reellen oder komplexen Koeffizienten ¢ € C genau n Losungen, wenn man
deren Vielfachheit beriicksichtigt.

Der Beweis des Fundamentalsatzes erfordert Uberlegungen, die nicht in den
momentanen Rahmen passen und ist etwas anspruchsvoll. Deshalb soll er hier
nicht geliefert werden. Fiir n < 4 gibt es sogar Formeln, um diese Lésungen mit
Hilfe von Radikalen, d.h. geschachtelten Wurzelausdriicken zu bestimmen, die
aber fiir die Handrechnung ab n = 3 nicht sehr praktisch sind.

Beispiel. Die Gleichung 2° — 5z* 4 523 — 2522 4 42 — 20 = 0 besitzt die einzige
reelle Losung 5, die als komplexe Zahl der Matrix

5 0
(0 5)-st

entspricht. Daneben hat diese Gleichung die vier komplexen Lisungen

0 -1 0 1 0 -2 0 2
(1 70) =l 0) =3 5 ) (2 )=

die wegen den reellen Koeffizienten des Polynoms als konjugiert komplexe Paare
auftreten, wie der Leser durch Einsetzen leicht nachrechnen kann. O

Der Fundamentalsatz der Algebra hat eine Formulierung, die in den Anwen-
dungen oft benutzt wird. Sie besagt, dass die einzigen irreduziblen komplexen
Polynome linear sind.
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Satz. Jedes Polynom
2" H e+ izt g, cp #0

vom Grad n ldsst sich in Linearfaktoren zerlegen. Es existieren also (nicht not-
wendigerweise verschiedene) komplexe Zahlen z1, ..., z, € C so dass

" et azteo=cn(z—21) (z2—2) (2 — 23)

gilt. Diese Faktorisierung ist bis auf Reihenfolge der Faktoren eindeutig be-
stimmt. Die Linearfaktoren entsprechen eindeutig den Nullstellen des Polynoms.

In vielen elementaren Lehrbiichern werden die komplexen Zahlen nicht in Ma-
trizenform, d.h. als Matrizen Z,;, sondern entweder in Normalform, d.h. als
Linearkombinationen a + bi, oder wie in vielen Taschenrechnern in Vektorform,
d.h. als Zeilenvektoren (a,b) € R? reeller Zahlen, a,b € R erkliirt. Das dortige
Vorgehen hat den Vorteil, dass in jenen Notation weniger unnotige Information
enthalten ist, die geschrieben, bzw. gespeichert werden muss. Es ist aber dann
iiberhaupt nicht klar, wo die mystische Zahl ¢ mit der Eigenschaft i> = —1 her-
kommt, bzw. wie man solche Paare multiplizieren soll. Die Matrizendarstellung
der komplexen Zahlen durch gewisse 2 x 2-Matrizen umgeht diese Probleme und
lésst alle arithmetischen Operationen mit komplexen Zahlen als selbstverstédnd-
lich erscheinen, weil dann klar ist, wie das Produkt zweier komplexer Zahlen zu
erkléren ist.

Die scheinbar verschiedenen Vorgehensweisen, komplexe Zahlen via Matrizen
bzw. als Linearkombinationen oder als Vektoren zu definieren, laufen aber auf
das Selbe heraus, da sich ndmlich jede komplexe Zahl in Matrizenform als Li-
nearkombination bzw. durch die Angabe eines Paares von zwei reellen Zahlen
eindeutig festlegen ldsst, wie folgende Rechnung zeigt:

a —b 10 0 -1
Fur = ( b a ) _a( 01 >+b< 10 ) St Zoy ek

Die Mathematiker schreiben seit Euler?! die komplexen Zahlen in Normalform

a—i—bi:(a b):Zab a,beR
b a '

Statt E schreibt man dann also kurz 1 € C und fiir die imagindre Einheit
verwendet man das Symbol ¢ € C fiir das dann also

i*=-1

gilt. Wir hétten die Menge der komplexen Zahlen also auch mit Hilfe dieser
Normalform als
R[i] ={a+bi|a,be R}

definieren koénnen, wobei zusétzlich die Relation i2 = —1 gilt. Informatiker im-

plementieren den Datentyp der komplexen Zahlen meistens in Vektorform.

311707 — 1783.
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Der Leser gewohne sich also an, zwischen diesen verschiedenen Darstellungsar-
ten einer komplexe Zahl umzurechnen und sich von Fall zu Fall zu iiberlegen,
in welcher Form die Sache moglichst durchsichtig erscheint. Es sei schon jetzt
darauf hingewiesen, dass bald noch zwei weitere solche Darstellungsarten da-
zukommen werden. Eine komplexe Zahl kann n&mlich statt in Matrizenform,
in Normalform oder in Vektorform auch in Polarform oder in Exponentialform
dargestellt werden. Diese Dartellungsarten haben wiederum fiir gewisse Zwecke
betrichtliche Vorteile. So gesehen besteht die Kunst im Umgang mit komplexen
Zahlen vor allem darin, jeweils die passende Darstellungsform zu wéhlen und
zwischen ihnen umrechnen zu kénnen. Gefragt ist also in der Mathematik eine
gewisse geistige Beweglichkeit — stures oder pedantisches Verharren steht dem
Versténdnis nur entgegen.

Die Grundrechnungsarten fiir komplexe Zahlen lassen sich leicht von der Matri-
zendarstellung auf die Normalformen iibertragen und lauten dann wie folgt.

Fiir die Summe und die Differenz von zwei komplexen Zahlen z; = a4 bi € C
und z3 = c+ di € C gilt

zitzm=(a+bi)t(c+di)=(atc)+(bLtd)iecC

Das Produkt von zwei komplexen Zahlen z; = a+bi € Cund 250 =c+di € C
berechnet man mit Hilfe der Produktformel

2122 = (a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i € C

Zur Berechnung eines Produktes von zwei komplexen Zahlen nach dieser Formel
miissen also 4 Produkte und 2 Additionen reeller Zahlen berechnet werden. Dass
es auch mit nur 3 reellen Multiplikationen geht, zeigt die magische Formel

(a+bi) - (c+di) = (a— b)d + (c — d)a + ((a—b)d+(c+d)b)ie<€

die man durch Nachrechnen leicht bestétigt. Allerdings sind dann 5 Additionen
erforderlich.

Die Konjugierte der komplexen Zahl z = a + bi € C ist
z=a—-bieC

Der Realteil der komplexen Zahl z = a + bi ist R(z) = a und der Imagindrteil
J(z) = b. Sowohl Real- als auch Imaginiirteil einer komplexen Zahl sind reell.
Die komplexe Zahl z ist genau dann reell, wenn (z) = 0 ist. Eine komplexe

Zahl z mit der Eigenschaft £(z) = 0 nennt man manchmal auch imagindr.

Beispiel. Fiir jede komplexe Zahl z = a + bi € C definieren wir die reelle Norm
z-Z=a%+b%=|z]? > 0. Es ist das Quadrat des Betrages |z| € C. O

Man beachte, dass diese Grundoperationen formal wie im Reellen ausgefiihrt
werden. Beim Rechnen mit komplexen Zahlen in Normalform muss man zusétz-
lich noch die Beziehung i> = —1 beriicksichtigen. Am Schluss der Rechnung
wird das Ergebnis in die Normalform a + bi gebracht. Insbesondere gelten die
vom Rechnen mit reellen Zahlen gewohnten Rechengesetze (Korper) auch fiir
das Rechnen mit komplexen Zahlen. Aufpassen muss man einzig mit Unglei-
chungen. Fiir zwei komplexe Zahlen kann man nicht verniinftig sagen, welche
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von ihnen die grossere ist und es macht insbesondere keinen Sinn, eine komplexe
Zahl als positiv oder negativ zu bezeichnen.

Beispiel. Es ist (2 +2i) + (4+14) = 6+ 3i und 3+ 3i)(2—4i) + (i — 1) =
6+4i—12i—2i2+4i—1 = 7—10i. Auch das Konjugieren ist einfach. Es gilt etwa
44+2i=4-2i.

Fiir die Norm der komplexen Zahl 2+ 3¢ erhalten wir die reelle Zahl N(2+3i) =
4 4+ 9 = 13. Damit gilt fiir ihren Betrag |2 4 3i| = v/4+ 9 = V13. O

CAS. Selbstverstéindlich kann man in Sage auch problemlos mit komplexen
Zahlen umgehen. Obige Beispiele lassen sich etwa durch den Kode erhalten, der
fiir sich selber spricht. &

Weil man mit komplexen Zahlen genau so rechnet wie mit reellen Zahlen, gilt
die Binomische Formel auch fiir komplexe Zahlen.

Satz. Fiir beliebige komplexe Zahlen z,y € C und jede natiirliche Zahl n > 0

1st N
(@+y)" =) (Z) a" Ty

k=0

Fiir eine von Null verschiedene komplexe Zahl z = a + bi schreiben wir fiir
die reziproke komplexe Zahl wie iiblich % Unsere Matrixdarstellung liefert die
Normalform

1 1 a b

2 a+bi aZib? _aQ—i—le7

(z #0)

Allgemeiner ergibt sich der Quotient von zwei komplexen Zahlen z; = x + yi
und zo = a + bi # 0 in Normalform durch die Formel

1 21 x+yi za+yb ya—zxb.
O = i
Y T 2 a4 b a?4+b? a2+ b2

(22 #0)

Man kann sich diese Formel dadurch merken, dass man beachtet, dass der Nen-
ner bei Multiplikation mit der konjugiert komplexen Zahl a — bi reell wird.
Erweitern mit a — bi liefert ndmlich

2 _x+iy  (z+yi)(a—bi)
2z a+bi (a+bi)(a— bi)

und durch Ausmultiplizieren die behauptete Formel.
Beispiel. Es ist
1 44 51 4 5 .

1-5 (d-s)@ts5i) 4l 41

und
8 —1 (8—i)(7+i)_57+i_i7+ii

7T—i (T—4)(7T+i) 494+1 50 50
Selbstversténdlich gelten die iiblichen Regeln fiir das Bruchrechnen.

CAS. Auch die Division funktioniert in Sage wir erwartet. )


http://sagecell.sagemath.org/?z=eJxVkE0OgjAQhfck3IGEDdCgobAjXejOGF14gwoNjpZiSonJnMebeDEH8HfVl_f6vplMuKprcNAZ38NMcMYTIMVFweglJTBjyMugP3W3COPRC3eDdnDVcJGfYs6y5bvK02JSuYA0e0MS5Azzf85BSZ0Gg6mDTSsbMI-7dQq071mBfGEpjeJyKtj4ZQJ9_DWJsu9sO0HWylnZjOM4yxMoA98zwlBK8-aGoYYU8tiPzryKnCHbzpyHBhQtMAKK-Q4VimoKpFPfSoXxEylcWLc=&lang=sage
http://sagecell.sagemath.org/?z=eJxTdsksyyzOzM_j5aoytLXQzQTSRrbmIBrIsq0y1K8yslYozsgv16jSBIkBAE-ODIM=&lang=sage
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Der Leser fange nun um Himmels Willen nicht damit an, sich zu fragen, was der
i-te Teil eines Kuchens ist. Die komplexen Zahlen dienen anderen Zwecken als
zum fairen Teilen von Kuchen unter Geschwistern. Wer Kuchen teilen mochte,
kommt mit den positiven rationalen Zahlen aus Q durchs Leben. Reelle Zah-
len wie g oder f% beschreiben keine Kuchenstiicke. Irrationale Zahlen der
Form v/2 oder 7 braucht der Banker nicht und auch der Physiker wiirde besser
dariiber nachdenken, ob er sie wirklich messen kann und in seinen Modellen ha-
ben will. Fiir einen modernen Naturwissenschaftler existiert nur, was messbar
ist; nur das kann der Ingenieur verkaufen und alle anderen Geschichten haben
hochstens literarischen oder theologischen Wert. Der Bauer, der seine Schafe
zéhlen will, wird kaum an den negativen Zahlen interessiert sein und der Acker-
bauer nicht an der 0. Fiir ihre Zwecke reichen die strikt positiven natiirlichen
Zahlen vollig aus. Den heutigen Ingenieur empfehlen die Mathematiker die Ver-
wendung der komplexen Zahlen in erster Linie zur pradgnanten Beschreibung von
Schwingungsphidnomenen oder von Drehungen in der ebenen Geometrie — etwa
in der Computer-Graphik. Der morgige Ingenieur wird sie zur Beschreibung von
Quantensystemen benotigen. Wer mit den komplexen Zahlen glaubt Miihe zu
haben, bedenke die Worte von Titchmarsh:

There are certainly many people who regard v/2 as something per-
fectly obvious, but jib at 7. This is because they think they can vi-
sualize the former as something in physical space, but not the latter.
Actually 7 is a much simpler concept.

Wir werden bald auch ¢ und % = —i und die restlichen komplexen Zahlen
geometrisch veranschaulichen.

Es sei allerdings nicht verschwiegen, dass die Verwendung der komplexen Zahlen
in der Ingenieur-Mathematik — ausser in der Quantenmechanik — nicht wirk-
lich notig ist. Kompetente Praktiker konnen die Grundideen ihres Faches auch
reell erldutern und miissen sich nicht hinter dem Gebrauch von komplexem For-
melsalat verstecken. Statt allerdings in seritsen Anwendungen mit trigonome-
trischen Formeln zu rechnen wie wild, empfiehlt es sich es dann, die komplexen
Zahlen zu verwenden.

Beispiel. Um den Real- und den Imaginé&rteil der komplexen Zahl

=)

zu bestimmen, berechnen wir zunéchst den Quotienten in Klammern

8—i_(8-i)(6-i) _40-14i(-5-8) 1.,
5+i (Bb+i)b-1) 25 + 1 =306-19

und wenden dann die Binomische Formel an. Es ergibt sich

1
- AT 4_4_ 3. . 2.-2_4. .3 4
z 16(3 i) 16(3 3% +6-3°-4 3i% + i)
- i(81—54+1+z'(—108+12))—1(7—242')—3—62'
16 T4 4

Alles wie im Reellen — nur dass halt mehr Geduld erforderlich ist. O
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CAS. Auch solche Rechnungen lassen sich leicht automatisieren. &

Obwohl wir bald eine andere Art kennen lernen werden, wie sich Potenzen einer
komplexen Zahl z = a + ib berechnen lassen, wollen wir uns iiberlegen, was in
ihrer Normalform involviert ist. Mit Hilfe der Binomischen Formel erhalten wir

2" =(a+1b)" = Z (Z) a"F(ib)* = Z <Z> an k. ik bk
k=0 k=0

Wenn wir nun beachten, dass sich fiir irgend ein Folge ay die zugehdrige Reihe
dadurch berechnen ldsst, dass man zunéchst {iber die geraden und dann iiber
die ungeraden Glieder summiert, d.h. dass

gilt, so nimmt obige Beziehung die Form

L

] L2t
n _ b\ — 2k [TV n—2k 2k k41 n "~ (2k+1) p2k+1
2" = (a+ib) 2 Oz <2k a +kZ=0 i k1)

w3

an. Aus den frither berechneten Potenzen der Zahl i ergeben sich die Werte

[ (=Dt firl =2k
T (D fir l=2k+1

Setzen wir diese Werte in obiger Summe ein, erhalten wir fiir die gesuchte Nor-
malform der Potenz 2" = (a + ib)™ den Ausdruck

3] =5
n _ Yk [TV n—2k 32k, VR n n—(2k+1) _ 12k+1
z 0( 1) (2k>a b +Z( Z (-1 (2k+1>a b )

k= k=0

Die Grundoperationen fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen erfiillen folgende
Vertréglichkeitsbedingungen mit der Konjugation.

Korollar. Fiir beliebige komplexe Zahlen z1, 2o, 2z gilt:
z1+ 22 = Z1 + %2, Z1 22 = 21 * 22, Z=2z

z2z=%, [zl =l

Aus z = R(z) + 3(2)i und z = RN(2) — S(z)¢ ergeben sich durch Addition und
Subtraktion fiir den Real- und den Imaginérteil einer komplexen Zahl z die
Darstellungen mit Hilfe der Konjugation.

1 1
§R(z):§(z+2>, S(z)=%<z—2)
Offensichtlich ist z € C genau dann reell, falls z = Z gilt.

Der Betrag hat folgende charakteristischen Eigenschaften eines Betrages.

Korollar. Fiir alle komplexe Zahlen z, 2,25 € C und jede reelle Zahl r € R
gilt:


http://sagecell.sagemath.org/?z=eJxTDsgvSc2rSs3j5aoytLXQzQTSRram2kAayLKtMtSvMrJWKM7IL9eo0gSJFeSX2FbFmUDFgDxNAHGDEuk=&lang=sage
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1. |rz] =|r|- |z
2. ‘21 + 22| < ‘21| + |22|

3. |z =0 genau dann wenn z = 0.

Mit Hilfe von komplexen Zahlen lassen sich quadratische Gleichungen
az’? +bz+c=0; a,bceC,a#0

uneingeschrinkt 16sen. Die Gleichung 22 + 1 = 0 hat bekanntlich in den reellen
Zahlen keine Losung. Solche Losungen gibt es aber sehr wohl in den komplexen
Zahlen, ndmlich z; = i und 23 = —i. Allgemein besitzt obige quadratische Glei-
chung immer komplexe Losungen. Um sie zu bestimmen geht man in gewohnter
Manier durch quadratisches Ergénzen vor. Nach Division durch a # 0 geht die
quadratische Gleichung in die normierte Form

24 prtqg=0
iiber, wobei p = g und ¢ = ¢ ist. Quadratisches Ergéinzen liefert nun die
Scheitelform
( N p)2 p? P’ —4q
z2+z) =——q=
2 11 1

Waurzelziehen liefert die beiden (nicht notwendig verschiedenen) komplexen Losun-
gen

1 b 1
n o= 242 p?—4q=——+ —/b? —4dac
2 2 2a  2a
p 1 b 1
- P o ag=— 1
2 9 VP TMT T, T g ac

Gedankenloses Wurzelziehen, wie wir es soeben fiir diese Allerweltsformel prak-
tiziert haben, ist unter Anfingern zu Unrecht beliebt. Sie beniitzen beispiels-
weise fiir die imaginire Einheit i die Bezeichnung /—1 und erwarten dann
selbstverstidndlich, dass die aus der Schule iiberlieferten Wurzelgesetze weiter-
hin gelten. Dass dies nicht der Fall ist, zeigt die Paradoxie

l=i-i=v—1-V-1=+/(-1)-(-1)=V1=1

Wenn man nicht genau weiss, was man macht, wird das Resultat im besten Fall
sinnlos und im schlechtesten Fall falsch. Wer noch nie die Theorie der Riemann-
schen Flidchen studiert hat, sollte im eigenen Interesse die Finger vom Wurzel-
zeichen lassen. Wer unbedingt mit dem Wurzelsymbol angeben will, muss sich
vorher vergewissern, dass der Radikand eine positive reelle Zahl ist. Die mei-
sten Programmierer von Taschenrechner gehoren diesbeziiglich in die Klasse
der Ignoranten und deshalb ist der Ausgabe der Wurzeltaste nur bei positivem,
reellem Radikanden zu trauen.

In unserem Beispiel miissten wir zunéichst definieren, was mit der Quadratwurzel
einer komplexen Zahl w = u + iv € C gemeint ist. Das machen wir aber eben
nicht, weil man ohne die Theorie der Riemannschen Flichen nicht verniinftig
sagen kann, was man unter der Wurzelfunktion versteht. Fiir die Anwendungen
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bendtigen man aber zum Gliick keine solche Funktion, sondern héchstens die
Losungsmenge der speziellen quadratischen Gleichung

ZT=w

Diese Gleichung kénnen wir aber auch lésen, ohne vorher eine komplexe Wurzel-
funktion definiert zu haben. Der Anféinger halte also zwei verschiedene Aufgaben
sorgfiltig auseinander.

e Einerseits kann man sich um die Definition einer Wurzelfunktion bzw.
um die Definition des Symbols v/w bemiihen. Darum foutieren wir uns
bzw. schicken den neugierigen Leser in eine Bibliothek, um sich dort iiber
Riemann’schen Flichen kundig zu machen.

e Bei der anderen — einfacheren — Aufgabe geht es darum, bei der Vorgabe
der komplexen Zahl w = u + iv € C die spezielle quadratische Gleichung
2% = w zu 16sen.
Zur Bestimmung simtlicher komplexen Losungen der Gleichung 2% = w machen
wir fiir die gesuchte Losung den Ansatz z = x 4+ iy € C und erhalten durch
Einsetzen in die spezielle quadratische Gleichung nach dem Ausmultiplizieren

2% = 2% —y? +i(2ry) = u + .

Durch Vergleichen von Real- und Imaginérteil erhalten wir daraus das reelle
Gleichungssystem
2 —y? = u
{ 20y = v

Das Problem, die quadratische Gleichung 22 = w komplex zu 16sen, ist damit
auf das gleichwertige Problem reduziert, dieses reelle Gleichungssystem zu 16sen.
WEeil es nicht linear ist, miissen wir uns auf einiges gefasst machen. Weil bei-
de Gleichungen quadratisch sind, haben wir {iberhaupt eine Chance eine sym-
bolische Losung zu erhalten. Im typischen Fall © = v = 1 lauten die beiden
Gleichungen
2?2 —y? =1, 20y =1

Ein Blick auf die zugehorigen Graphen suggeriert, dass es sich dabei um zwei
um 7§ gedrehten Hyperbeln handelt.

Ausgehend von der gestrichelten Hyperbel mit der Gleichung 2xy = 1, liefert

die Drehmatrix fiir die Drehung mit dem Drehwinkel ¢ = —Z

4
V2 V2
2 2
—73

die Formeln fiir die zugehorige Koordinatentransformation

<19
N

{ x o= i L2
y = PE+ g
Damit wird die gedrehte Hyperbel durch die Gleichung

(e 025) (P L) =1
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Abbildung 2.23: Graphen der beiden Hyperbeln 22 — y? = 1 und 2zy = 1.

beschrieben, die nach Vereinfachen mit Hilfe der dritten binomischen Formel
tatséichlich in die Gleichung

P =1
der anderen, fett gezeichneten, Kurve der Einheitshyperbel iibergeht. Aus der
Figur entnimmt man, dass im Normalfall das Problem zwei Lésungen haben
wird, die den beiden Schnittpunkten der beiden Hyperbeln entsprechen.

1. Ist w reell, d.h. v = 0, so ist auf Grund der zweiten Gleichung = = 0 oder
y=0.

(a) Fiir v = 0 und v = 0 muss 22 = y? sein. Daher kommt dann nur

z =0 und y = 0 und damit z = 0 als Losung in Frage.

(b) Fiir u > 0 und v = 0 muss z? = u und y = 0 sein. Die quadratische

Gleichung 22 = u hat dann zwei reelle Losungen, fiir die wir dem
\/ -Siichtigen zuliebe x = +/u schreiben. Damit ist 2 = +/u. Er
hétte wohl nichts anderes erwartet.

(c) Ist aber v = 0 und u < 0, so muss z = 0 und y*> = —u sein. In diesem
Fall ist 2 = £/ —us.

2. Es sei nun w nicht reell, d.h. v # 0. Durch Quadrieren der beiden Glei-
chungen und Addieren erhalten wir % — 222y% + y* + 422y? = u? + 0?2
bzw.

(m2+y2)2 :u2_’_,v2

Weil die rechte Seite positiv ist, konnen wir auch ihre Losungsmenge mit
Hilfe von Wurzeln beschreiben und erhalten fiir die Losung

22+ y? = Vu2 + 02

Sie ist eindeutig bestimmt, weil fiir 2 + y? nur positive Zahlen in Fra-
ge kommen. Zusammen mit der ersten Gleichung des Gleichungssystems
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erhalten wir daraus die beiden positiven (!) Werte

1
u? 4+ 02 4 u), v = —(Vu2 + 02 —u)

2

(E2:

5

und daraus schliesslich

1 1
x:x|~\/2( u? 4+ v? 4 u), y:|y|-\/(\/u2+02—u)
T Y

2

Aus der zweiten Gleichung des Systems folgt die Vorzeichenbedingung

T Yy v

2|yl Jo]

und daraus die beiden gesuchten Losungen der Gleichung 2% = w

\/;( u2+v2+u)+z’|z|.\/1(\/mu)

2

Z1

29 —(\/1( u2+v2+u)+iv'\/1(\/m—u)>

2 v 2

Zwei scheinbar eindriickliche Formeln, die aber auch fiir den / -Addikten vollig
unnétig sind, weil man die Gleichung 2? = w besser mit Hilfe der komplexen
Exponentialfunktion 16st, wie wir bald besprechen werden. Ein letzter Blick auf
diese 4/ -Orgie zeigt, dass man Polynomgleichungen gar nicht mit Hilfe von
Wurzeln 16sen will, auch wenn man es kann!

Beispiel. Die quadratische Gleichung z? = 57 hat die beiden reellen Losungen
z = £/57. Das Symbol £ deutet hier bloss an, dass die beiden Werte /57 und
—/57 als Losung der quadratischen Gleichung in Frage kommen. Der Wert der
reellen Zahl /57 ist fiir den positiven reellen Radikanden 57 nimlich positiv,
weil Quadratwurzeln fiir positive reelle Radikanden so definiert worden sind!

Im Gegensatz dazu hat die quadratische Gleichung 22 = —32 die beiden ima-
gindren Losungen z = +44/2i. Wiederum bezeichnet das Symbol v/2 eine eindeu-
tig bestimmte reelle Zahl, da der Radikand 2 auch hier positiv ist. Das Symbol +
beschreibt wiederum eine Auswahlsendung, die als Losung einer quadratischen
Gleichung in Frage kommt und ist nicht etwa als Funktionssymbol zu interpre-
tieren, weil die Werte von Funktionen eindeutig bestimmt sein miissen und wir
in diesem Zusammenhang keine Auswahlsendungen dulden kénnen. O

Beispiel. Die quadratische Gleichung 22 + v/2z + 1 = 0 nimmt nach dem qua-
dratischen Ergénzen die Scheitelform

2
(= + @) __!1
2 2
an. Daraus erhalten wir die beiden linearen Gleichungen

vZ_v2o V2 V2,

T 2 2 2
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und die beiden gesuchten konjugiert komplexen Losungen z; = g(—l +14) und

29 = L2(—1—4). O
Beispiel. Um die quadratische Gleichung
22 —2(1+4)z+(3-2i))=0

mit komplexen Koefizienten zu l6sen, erginzt man quadratisch und erhilt die
Scheitelform )
(z—(1+4) =2i—(3—-2)=-3+4i

Aus den soeben hergeleiteten Formeln fiir die Losungen der speziellen quadra-
tischen Gleichung

22:w

mit w = —3 + 44, d.h. fiir u = —3 und v = 4 ergeben sich die Werte
z1 =1+ 24, 29 =—1—-2i

fir die Losungen der speziellen Gleichung. Fiir die beiden Loésungen der ur-
spriinglichen quadratischen Gleichung erhalten wir durch Einsetzen schliesslich
die beiden linearen Gleichungen

= (L4 =142, z—(14i)=—1—2

mit den Losungen
21 =24 3, 29 = —1

wie man durch Einsetzen bestétigt. Offenbar hat also jede quadratische Glei-
chung tiber den komplexen Zahlen zwei Losungen. Wer, wie ein Zahnarzt, auf der
Extraktion schlechter Wurzeln besteht, kehre nun zur Allerweltsformel zuriick
und lerne an Hand der Beispiele mindestens in diesem Fall die Quadratwurzeln
richtig zu interpretieren. O

CAS. Auch fiir das Losen quadratischer Gleichungen ist Sage hilfreich. <&

Nachdem wir mit Hilfe komplexer Zahlen quadratische Gleichungen uneinge-
schrankt 16sen konnen, gehen wir noch auf die Frage ein, wie man kubische
Gleichungen 16st.

Zunéchst beachten wir, dass sich die allgemeine kubische Gleichung

P 4ar’+br=c=0

a

auf einen Spezialfall reduzieren lésst, indem man x = 2z — § substituiert. Dann

erhélt man namlich

3 2
o* +ax’ +br+c = (Z*g) +a(279) er(zfg)Jrc
3 3 3
= z3+<b—a—2>z+(—2a3—a—b+c)
B 3 27 3

Die kubische Gleichung hat dann die reduzierte Form

a? 2a®  ab


http://sagecell.sagemath.org/?z=eJyNkLFOwzAURfdI-QerWeyGRo0rxIC8IXWAhYkBFRQlL4mFY4OdpOAPY-qWH-OlKQVUJJAH69rX79zr6K6zHpQOgz6zdOZnLAzCoFLCP3Ahzi9GpVwlnFE90EqdeXbparOleLi3fpkXK_4PdxhEt11W2KyVLq-BrBXIvO50Bfrna5wZuxfbUs7mnsSpEMuTcZ_ifrlh31S6OcCiKwnk2kBZSi9Bt6BJMexsifuTaZ4VvBIHUicn5AWf0zSWSI7pCoVkv-ERsAYFGL1VWII0w865kYHUm-Hd7VsRbfCqB4ugMsvrlmzBFlNbn4opfWJrR1niJIaS5dujhbwtjW3ogehTBHoupnZ_uvnxs8f1AVudlFo=&lang=sage
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in der der Koeffizient des quadratischen Terms fehlt.

und Eine reduzierte kubische Gleichung lésst sich immer mit Hilfe von Radikalen
l6sen. Fiir die reduzierte kubische Gleichung

23:pz+q

ldsst sich ndmlich mit der magischen Formel von Cardano

SR CRUR R )

die Losungsmenge bestimmen.

Beispiel. Beispielsweise liefert diese Formel fiir die reelle Gleichung 2 = 15z+4
den Ausdruck

z=§"/2+ 22—53+</2—\/22—53:\3/2+11i+\3/2—11i

Mit den Beziehungen (2 +4)% =2+ 11i und (2 — )3 = 2 — 113 ist

21 =V24+1li+ V2 —1li= (2+4)+ (2 —i) = 4.

Dabei handelt es sich tatsdchlich um eine reelle Losung der gegebenen Gleichung,
wie man durch Einsetzen leicht kontrolliert. Die hier benotigte komplexe Losung
x1 = 2+ der speziellen kubischen Gleichung 2® = w (man redet auch von einer
dritten Wurzel von w = 2 + 11¢) bestimmt man, wie im Fall der speziellen
quadratischen Gleichung 22 = w, mit Hilfe der Polardarstellung.

Fiir die beiden anderen dritten Wurzeln von w = 2 + 11¢ erhédlt man durch
Multiplikation mit Hilfe der beiden primitiven dritten Einheitswurzeln

m:Cg-m:(—1+§z‘)-(2+i)=—(§+1)+(\/§—1)i

2 2 2 2
n=din= (-3 3) e r0- (4= ()

Die kubische Gleichung hat also noch die beiden reellen Losungen
2o =1y — T3 = —V3 -2, zy=a3—T3=V3—2.

Die komplexen Zahlen sind also am Schluss der Rechnung scheinbar verschwun-

den! O

2.6.2 Geometrische Interpretation

Die Vektordarstellung einer komplexe Zahl z = a + bi € C suggeriert, dass sich
diese komplexe Zahl geometrisch als Punkt in der Ebene auffassen ldsst, indem
man den Realteil a von z in Richtung der ersten Achse und den Imaginérteil b
von z in Richtung der zweiten Achse abtrigt. In diesem Zusammenhang redet
man deshalb von der reellen Achse und von der imagindren Achse. Auf der
reellen Achse liegen die reellen Zahlen der Form a = a + 0i, wihrend auf der
imaginéren Achse die imagindren Zahlen der Form bi = 0 + bi liegen.
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&

Abbildung 2.24: Geometrische Interpretation komplexer Zahlen.

Es gibt also eine eineindeutige Beziehung zwischen den komplexen Zahlen und
den Punkten der komplexen Ebene C bzw. den Vektoren in R2. Elektriker reden
deshalb statt von komplexen Zahlen manchmal auch von Zeigern und meinen
damit diese (Orts-)Vektoren. Der Betrag der komplexen Zahl z = a + bi ist

|zl =la+bi|= Va2 +b2=r

Er kann geometrisch als Abstand des Punktes vom Ursprung interpretiert wer-
den. Unter dem Polarwinkel ¢ der komplexen Zahl z = a + bi # 0 verstehen
wir jenen Winkel, um den man die positive reelle Achse im Gegenuhrzeigersinn
drehen muss, bis sie mit dem Vektor z iibereinstimmt. Da die reellen Zahlen den
Punkten auf der reellen Achse entsprechen, ist der Polarwinkel der positiven re-
ellen Zahlen 0. Jener der negativen reellen Zahlen ist 7. Die konjugiert komplexe
Zahl Z = a — bi ist das Spiegelbild von z an der reellen Achse. Insbesondere ist
7 = —i. Der Polarwinkel der konjugiert komplexen Zahl ist —¢.

Entscheidend fiir die Anwendungen der komplexen Zahlen ist nun die Tatsache,
dass sich die oben erklirten Grundoperationen der komplexen Zahlen einfach
geometrisch deuten lassen.

Fiir die Addition ist die Sache einfach. Die Summe zweier komplexer Zahlen
z1 und z geschieht komponentenweise und entspricht daher der Addition von
Vektoren. Wenn die komplexen Zahlen z; und 29 zwei Punkten der Ebene ent-
sprechen, so entspricht z; + 22 jenem Punkt der Ebene, der als vierter Eckpunkt
des durch 0, 21, zo aufgespannten Parallelogrammes entsteht.

Beispiel. Die Addition (2 + 2i) + (4 4+ 4) = 6 + 3i ldsst sich geometrisch mit
Hilfe der Parallelogrammkonstruktion interpretieren.

Die Addition komplexer Zahlen entspricht also der Vektoraddition und deshalb
ist die Darstellung in Normalform bzw. in Vektorform anschaulich. O

Aus dieser Figur kann man sofort ablesen, wie sich der Abstand der beiden
Punkte z; und 29 mit Hilfe der Addition berechnen lisst. Es gilt folgende Version
des Satzes von Pythagoras:

Definition. Fiir den Abstand zweier komplexen Zahlen z; und zo gilt:

d(Zl,ZQ) = |2'2 — Zl|
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y
21+ 22

21

z2

Abbildung 2.25: Geometrische Interpretation der Addition komplexer Zahlen.

Aus den Betragseigenschaften ergeben sich die Eigenschaften einer Metrik.

Korollar. Fiir beliebige komplexe Zahlen z1, 29, z3 € C gilt:
1. d(z1,22) = d(29,21).
2. d(Zl, 2’3) S d(Zl, 22) —+ d(ZQ, 23).

3. d(z1,22) = 0 genau dann wenn z; = zs.

Neben der additiven Struktur hat die Euklid’sche Ebene erstaunlicherweise auch
eine vertriigliche multiplikative Struktur, die mit Drehungen und Streckungen
in Beziehung steht, wie wir nun sehen werden. Etwas weniger auf der Hand
als die geometrische Interpretation der Addition liegt ndmlich die geometrische
Interpretation der Multiplikation komplexer Zahlen. Um zu verstehen, was beim
Multiplizieren zweier komplexer Zahlen z; und z, geometrisch passiert, beachten
wir zunéchst, dass die Normproduktregel

|21'22|2=(Z1'22)(21'22) =21-%29°21 22 =21"%21 %222 = |Z1|2'|Z2|2

gilt. Weil Betridge immer positive reelle Zahlen liefern, gilt also fiir den Betrag
des Produktes die Produktregel.

Korollar. Fiir den Betrag des Produktes zweier komplexen Zahlen z; und 25
gilt:
|21 - 22| = |21] - | 22]

Der Betrag eines Produktes ist also das Produkt der Betrdge und aus diese
Produktregel besagt, dass der Betrag Produkttreu ist. Entsprechendes gilt fiir
die Summe nicht.

Es bleibt die Frage zu kldren, was mit den Polarwinkeln zweier komplexen Zahlen
beim Multiplizieren passiert. Weil wir {iber den Betrag des Produktes bereits
Bescheid wissen, kénnen wir annehmen, dass die beiden komplexen Zahlen z;
und 25 beide den Betrag 1 haben und damit die entsprechenden Punkte auf dem
Einheitskreis liegen. Wegen des letzten Korollars liegt dann auch das Produkt
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&

Z1%92 22

21

Abbildung 2.26: Zur geometrische Interpretation der Multiplikation komplexer
Zahlen.

z1 - zo auf dem Einheitskreis. Wir nehmen an, der Polarwinkel von z; sei a
und jener von zo sei S. Wir mochten den Polarwinkel ¢ des Produktes z1 - 25
berechnen.

Das letzte Korollar liefert fiir den Abstand

d(Zg,leg) = |2122 — 22| = |2’2 . (Zl — 1)| = |2’2| . |Zl — 1| = |Zl — 1| = d(zl, 1)

wobei wir die Annahme |z3| = 1 benutzt haben. Dehr sind die beiden punk-
tierten Sehnen gleich lang und daher sind die beiden Dreiecke (1,0, 21) und
(22,0, z122) kongruent und es gilt £(29,0,2122) = «. Damit ist entweder ¢ =
a+ B oder ¢ = a— . Um uns zwischen diesen beiden Alternativen entscheiden
zu konnen, vertauschen wir die Rollen von z; und z5. Eine analoge Uberle-
gung zeigt, dass dann entweder p = a + 8 oder p =  — « gelten muss. Aus
Symmetriegriinden kommt also nur die erste Alternative ¢ = a + 8 in Frage.
Unsere Uberlegung zeigt den folgenden fundamentalen Satz iiber das Produkt
komplexer Zahlen:

Satz. Fiir den Polarwinkel ¢ des Produktes zweier komplexen Zahlen z; und 2z
mit den Polarwinkeln o« und g gilt:

p=a+f

Der Polarwinkel eines Produktes ist also die Summe der Polarwinkel.

Wir fassen diese, auch fiir die ebene Computer-Graphik zentrale Interpretation
der Multiplikation komplexer Zahlen in etwas andere Worte und benutzen dabei
die geometrische Sprache.

Beispiel. Falls z = z+y: € C eine beliebige komplexe Zahl und r € R eine reelle
Zahl bezeichnet, so ist r - z = (ra) + (ry)i. Fiir den Betrag gilt |r- z| = |r| - |2|-
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Multiplikation mit einer reellen Zahl entspricht geometrisch einer Streckung.
Falls » > 0 ist, so haben z und rz die selbe Richtung. Im Fall » < 0 dagegen
sind die Richtungen von z und r - z entgegengesetzt.

Ferner ist ¢ - z = —y + xi. Daher liefert Multiplikation mit ¢ eine Drehung um

den Winkel ¢ = 7 im Gegenuhrzeigersinn.

R)

. rz
1z .

Abbildung 2.27: Multiplikation mit r € R und 1.

Multiplizieren wir z mit der beliebigen komplexen Zahl w = a + bi, erhalten
wir das Produkt w - z = (a + bi) - z = az + bzi. Daher wird z zunéchst um
den reellen Faktor a gestreckt. Dann wird z um den reellen Faktor b gestreckt
und das Ergebnis um den Winkel 5 im Gegenuhrzeigersinn gedreht. Schliesslich
werden die beiden Ergebnisse addiert.

&

1z

Abbildung 2.28: Multiplikation mit w = a + bi € C.

Zusammengefasst konnen wir also sagen, dass Multiplikation mit einer beliebi-
gen komplexen Zahl w € C einer Drehstreckung entspricht. Ein beliebiger Vektor
z € C wird beim Bilden des Produktes w - z um den Faktor |w| gestreckt und
um den Polarwinkel von w gedreht. Insbesondere geht dabei die komplexe Zahl
z =1 in die komplexe Zahl w {iber.
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Jede komplexe Zahl w € C kann geometrisch als Beschreibung einer Dreh-
streckung in der Ebene mit dem Drehzentrum O, dem Polarwinkel von w als
Drehwinkel und dem Betrag |w| als Streckfaktor interpretiert werden. Bei der
Multiplikation von komplexen Zahlen multiplizieren sich die Betréige und ad-
dieren sich die Polarwinkel. Beim Dividieren durch eine komplexe Zahl w # 0
werden die Streckung und die Drehung riickgédngig gemacht. O

Nachdem wir auf elementare Art die geometrisch Bedeutung der Multiplikation
mit einer komplexen Zahl verstanden haben, ldsst es sich nun auch leicht in der
Matrizendarstellung einsehen, dass eine komplexe Zahl der Form

a —b
Za,b - ( b a )
tatséchlich einer Drehstreckung entspricht. Dazu beachten wir, dass die Dre-

hung D, um den Winkel ¢ bzw. die Streckung S, mit dem Streckfaktor r > 0
bekanntlich durch die kommutierenden Matrizen

pm (3 ) = (B ) meste

dargestellt werden. Daher wird die Drehstreckung um den Winkel ¢ und dem
Streckfaktor r durch die komplexe Zahl

(b 7) (o )-8 )

Zy cos(p),rsin(p)

Sy Dy,

dargestellt. Um eine beliebige komplexe Zahl z = a + ib € C auf diese Art als
Drehstreckung auffassen zu kénnen, sind wir gezwungen, den Drehwinkel ¢ und
r so zu wahlen, dass die Umrechnungsformeln

a=r-cos(p), b=r-sin(y)

gelten. Wir haben nun also fiir eine komplexe Zahl eine weitere Darstellungsart
gefunden, ndmlich ihre Polarform

Zap =Sy Dy

Sie ist offenbar dann speziell geeignet, wenn Ebenendrehungen involviert sind.

Die Umrechnungsformeln lassen sich bekanntlich geometrisch interpretieren.
Aus der Figur lesen wir ebenfalls die inversen Umrechnungsformeln zwischen
der Normalform und der Polarform einer komplexen Zahl ab. In dltern Biichern
sagt man, man rechne von kartesischen in Polarkoordinaten um und umgekehrt.

Korollar. Es sei z = a+bi # 0 eine komplexe Zahl. Fiir ihren Betrag |z| =7 > 0
und ihren Polarwinkel ¢ € [0, 27) gilt:

a =r-cos(yp), b=r-sin(p)

und nach “Auflésen” dieser nichtlinearen Gleichungen nach r bzw. ¢:

b
r=+a?+ b2, tan(yp) = o
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R
_ S
ix a z=a+bi=re¥
1=€"2 - — — — — — — — — — — ?
I
I
b
r |
I
I
' | R»
1 =™ 0 1:61271'
-3
—i=e7

Abbildung 2.29: Bedeutung der Polardarstellung komplexer Zahlen.

Den sogn. Hauptwert des Winkels ¢ € (—m, 7], den man héiufig auch Hauptar-
gument von z # 0 nennt und dann mit Arg(z) bezeichnet, bestimmt man durch
Quadranteniiberlegungen, die hinter folgender Fallunterscheidung stecken, das
zum numerischen Rechnen in diversen Programmiersprachen verwendet wird.

arctan (%) a>0
arctan (2) +7 a<Ound b>0
Arg(2) = o = arctan (g) —m a<0und b<0
3 a=0und b>0
-3 a=0und b<0
unbestimmt a=0und b=0

Will man sich nicht (willkiirlich) auf einen Winkel festlegen, benutzt man sie
alle und redet dann vom Argument

arg(z) = {Arg(z) + k2m,k € Z}, z#0

Um den Polarwinkel ¢ € [0,27) zu erhalten, muss man zum Hauptwert noch
27 addieren, falls er negativ ist. Der Leser hiite sich also vor blindem Benutzen
der arctan-Taste!

Beispiel. Die komplexe Zahl 1 + i liegt im ersten Quadranten und hat den
Betrag r = v/2 und den Polarwinkel ¢ = 7 Die komplexe Zahl z = 1 +/3i liegt
ebenfalls im ersten Quadranten, hat den Betrag |z| = 1 und das Hauptargument
Arg(z) = %. Analog hat die imaginire Einheit den Polarwinkel 7, der mit
ihrem Hauptargument iibereinstimmt. Analog erhalten wir die Hauptargumente
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Arg(1) = 0, Arg(—1) = 7 und Arg(l — i) = —7. Man beachte, dass zu —i der
Polarwinkel 37” und das Hauptargument Arg(—i) = —7 gehoren. O

2.6.3 Die Euler’sche Formel

Wir haben festgestellt, dass die Multiplikation komplexer Zahlen eng mit Dre-
hungen zusammenhéngt. Daher spielen jene komplexen Zahlen eine wichtige
Rolle, die durch Drehung von 1 € C um den Ursprung entstehen, d.h. der Ein-
heitskreis S?.

Die Drehmatrix D, stellt die folgende wichtige komplexe Zahl dar.

o () ) ) o

sin(yp) cos(p)
Thre Normalform liefert die beriihmte Euler’sche Formel.
Satz. Fiir jeden Winkel ¢ € R gilt ¢'? = cos(¢) + i sin(¢p).

Die komplexen Zahlen der Form e?? gehoren zu den Punkten auf dem Einheits-
kreis in der komplexen Ebene. IThre Norm ist nach dem Satz von Pythagoras
tatséichlich 1. Es ist also . .

N(Ee%) = e =1
Vorldufig ist € nur eine Abkiirzung fiir eine gewisse komplexe Zahl auf dem

Einheitskreis. Bald werden sich aber Zusammenhénge zur Exponentialfunktion
zeigen und praktische Rechenregeln ergeben, die diese Abkiirzung rechtfertigen.

Aus der Beschreibung der komplexen Zahlen mit Hilfe von Drehstreckungen
bzw. aus der Darstellung in Polarform folgt, dass sich jede beliebige komplexe
Zahl z = a + bi # 0 auch in der Ezponentialform

z=r-e¥

darstellen lésst, wobei die positive reelle Zahl r den Betrag und ¢ den Polar-
winkel der komplexen Zahl z bezeichnet. Weil die Exponentialform einfach die
verkappte Polarform ist, ldsst sich mit Hilfe der angegebenen Umrechnungsfor-
meln zum Umrechnen von der Normalform in Polarform auch einfach zwischen
den Normalform und der Exponentialform umrechnen.

Beispiel. Es ist

ei

NIE]

=1, e = —1, e

Insbesondere gilt also €™ + 1 = 0 — eine Formel, die bei einigen Autoren
mystische Schwarmereien produziert. Sie verkniipft die fiinf wichtigsten Zahlen
der klassischen Mathematik: 0,1, e, i, 7. Aus der 2w —Periodizitat der Kreisfunk-
tionen folgt nicht nur die Beziehung 2™ = 1, sondern allgemeiner, dass die
komplexe Exponantialfunktion 27-periodisch ist!

Die im letzten Abschnitt bei der Umrechnung von kartesischer in Polarform
besprochenen Beispiele iibersetzen sich in die Beziehungen 1 + i = /2 ¢’% und

1++/3i=2¢'5. O

CAS. Zur Umrechnung zwischen kartesischer und Polarform bzw. des Betrages
und des Hauptargumentes einer komplexen Zahl greift man bei Bedarf aus Sage
mittels folgendes Kodes auf das eingebaute Programm Maxima zu. <&
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Der vom Reellen her unvertraute Umstand, dass die komplexe Exponentialfunk-
tion 2m-periodisch ist, hat einige ungewohnte Konsequenzen. Beispielsweise hat
die Exponentialgleichung

e =1

nicht nur, wie im Reellen, die einzige Lésung ¢g = 0, sondern unendlich viele
Losungen der Form
o =2kw, kel

WEeil die Exponentialfunktion in der reellen Analysis eine zentrale Rolle spielt,
wird man fiir die komplexe Analysis einige Konzepte griindlich iiberdenken
miissen. Das lohnt sich sich um so mehr, als die komplexe Analysis dann einfa-
cher wird und viele Artefakte der reellen Analysis befriedigend erklért.

Beispielsweise hat man im Reellen den Logarithmus kurzerhand als Umkehrung
der Exponentialfunktion erklédrt. Weil die komplexe Exponentialfunktion per-
iodisch ist, kann sie unmoglich umkehrbar sein, was zur Konsequenz hat, dass
so etwas wie eine komplexe Logarithmusfunktion gar nicht existieren kann! Man
muss also beim Versuch, alle komplexen Losungen z der Exponentialgleichung

€T =w

zu bestimmen, etwas vorsichtig sein. Machen wir fiir die gesuchte Losung den
Ansatz z = z+1iy € C, erhalten wir durch Einsetzen in die Exponentialgleichung
und benutzen des Additionstheorems

T = =e” - W
Falls wir nun die rechte Seite der Exponentialgleichung w in Exponentialform
w =7 - € darstellen, wird daraus die Gleichung

et e =r.e"%

aus der wir ablesen, dass die beiden Gleichungen
e’ =r, eV =e'¥

erfiillt sein miissen. Diese beiden Gleichungen fiir die reellen Zahlen x und y
lassen sich aber leicht 16sen. Fiir r > 0 erhalten wir aus der ersten Gleichung die
Losung « = log(r), wobei hier der reelle Logarithmus der strikt positiven reellen
Zahl r zu verwenden ist. Die zweite Gleichung, die wir dank des Additions-

theorems auch in der Form
etly=v) — 1

schreiben kénnen, haben wir oben gelost und festgestellt, dass ihre Losungsmen-
ge durch die reellen Zahlen

yr = @ + k27, keZ

gegeben ist. Die Exponentialgleichung hat also fiir w = 0 (wie im Reellen) gar
keine Losung. Fiir w = r-e? # 0 hat sie aber, anders als im Reellen, unendlich
viele Losungen den Form

2z = log(r) + (v + 27k)i = log(|w|) + (¢ + 27k)i, ke€Z
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wie man durch Einsetzen leicht iiberpriift. Alle diese abzihlbar vielen, dquidi-
stanten komplexen Zahlen, die auf einer Vertikalen mit dem Realteil log(r) lie-
gen, haben also das Recht, als Logarithmus von w bezeichnet zu werden. Wenn
schon, bezeichnet das Symbol log(w) also eine ganze Menge von komplexen Zah-
len und kann daher nicht als Funktion auf C\ {0} aufgefasst werden. Wie bei
Quadratwurzeln wird erst dann restlos klar, was man unter dem Logarithmus
log(w) verstehen soll, wenn man die Riemannschen Flichen zur Verfiigung hat.
Auch hier braucht der Anwender aber in der Regel eigentlich keine Logarith-
musfunktion, sondern héchstens die Losungsmenge der Exponentialgleichung.

Beispiel. Die Exponentialgleichung e* = 1 hat also die komplexen Lésungen
zr = k2mi,k € Z, die alle auf der imagindren Achse liegen und uns bereits
bekannt sind. O

Durch Konjugieren erhalten wir aus der Euler’schen Formel

et = cos(yp) +isin(p) = cos(p) — isin(p) = cos(—¢) +isin(—¢p) = e~

Korollar. Fiir jeden Winkel ¢ € R gilt e = =%,

Berechnen wir den Realteil von e*, erhalten wir
: |
R(e?) = cos(p) = B (e“" + ew) =3 (e “+e “")

Fiir den Imaginérteil erhalten wir entsprechend

i 1/, . 1/ . )
I(e'?) = si = — 1P __ plp — 1w e
I(e*?) = sin(yp) 5; (e e ) oF (e e )

Wir stellen also fest, dass sich die Kreisfunktionen mit Hilfe der komplexen
Exponentialfunktion bzw. den Hyperbelfunktionen ausdriicken.

Korollar. Fiir jeden Winkel ¢ € R gilt:

1/ . ,
cos(p) = 3 (ew + e_“") = cosh(iy)
1/ . .
sin(p) = % (e“p - 67“'0) = —isinh(ip)

Durch Quotientenbildung erhédlt man daraus
el — eTie

. . m
msz‘tanh(l@), cp#kg,kGZ

tan(p) = —i -

Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich die Kreisfunktionen durch die Exponential-
funktion bzw. durch die Hyperbelfunktionen ausdriicken. Das hat den Vorteil,
dass sich jedes Problem im Zusammenhang mit Kreisfunktionen in ein &qui-
valentes Problem mit (komplexen) Exponentialfunktionen umformulieren lésst.
Dieses umformulierte Problem kann dann meistens einfacher behandelt werden,
da nun nur noch die (komplexe) Exponentialfunktion z = e’ involviert ist,
die sich im Vergleich zu den dquivalenten Formeln mit Kreisfunktionen leichter
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manipulieren ldsst. In den physikalischen Anwendungen werden beispielswei-
se Schwingungsphénomene vorteilhaft komplex formuliert und man verzichtet
vorteilhaft auf die ganze Trigonometrie.

Durch Auflosen obiger Formeln lassen sich umgekehrt die Hyperbelfunktionen
eines reellen Argumenten mit Hilfe der Kreisfunktionen eines imaginéren Argu-
mentes ausdriicken.

cosh(z) = cos(ix)
sinh(z) = —i-sin(iz)
tanh(xz) = —i-tan(iz)

Offenbar entsprechen sich die Beziehungen zwischen den Kreisfunktionen und
den Hyperbelfunktionen eineindeutig.

Beispiel. Bei der Beschreibung periodischer Prozesse spielen die Kreisfunktio-
nen eine zentrale Rolle. Damit die Schwingung beliebig stark oszillieren kann,
wir die Zeitmessung zu einem beliebigen Zeitpunkt beginnen kénnen und um
beliebig schnelle Schwingungsprozesse mitzuberiicksichtigen, strecken wir die
Auslenkung die Zeitskala und verschieben den Nullpunkt. So erhalten wir die
allgemeine Kosinusfunktion®2.

h(t) = A - cos(wt+ a) = %(A . ei(wt+a))

Die Physiker reden auch von einer harmonische Schwingung und nennen h(t)
die Auslenkung oder Elongation zur Zeit t. Der Faktor A heisst Amplitude oder
maximale Auslenkung der harmonischen Schwingung. Mit w bezeichnen sie die

Kreisfrequenz und mit
r_l_2r
f w
die Periodendauer. Der Reziprokwert der Periodendauer f = 5= heisst bei ihnen
Frequenz und den Winkel « nennen sie Nullphasenwinkel und der Ausdruck

p(t) = wt + « heisst Phasenwinkel.

Die harmonische Schwingung, die gegeben ist durch die Formel
2m i(2t+25)
h(t):3cos(2t+?>:§ﬁ(3~e 3 )

hat die Amplitude 3, die Kreisfrequenz 2, den Nullphasenwinkel 2?” und den
Graphen

Auf Grund des Graphen wird klar, welche Einfliisse die drei Parameter A, w, « in
der harmonischen Schwingung auf die Kosinusfunktion haben. Die Anderung der
Amplitude A bewirkt eine Vergrosserung bzw. Verkleinerung der Auslenkung
auf das |A[|-fache , je nach dem, ob |A| > 1 bzw. |A| < 1 ist und eine Spiegelung
an der horizontalen Achse, wenn A negativ ist.

32 Andere Autoren beschreiben harmonische Schwingungen durch einen sinusférmigen, statt
durch einen kosinusférmigen Verlauf und miissen dann halt statt des Realteils ¢ den Ima-
ginéirteil & benutzen. Die allgemeine Sinusfunktion A sin(wt+ ) lidsst sich dank des Additions-
theorems als allgemeine Kosinusfunktion darstellen, indem man « so wahlt, dass gilt:

cos(B) = —sin(a), sin(B) = cos(a).
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ele

Abbildung 2.30: Graph der harmonischen Schwingung 3 cos (2t + %’T)

Die Anderung der Kreisfrequenz w bewirkt auf den Graphen der Kosinusfunk-
tion eine Streckung bzw. eine Stauchung in horizontaler Richtung auf das ﬁ—
fache, je nach dem, ob |w| > 1 bzw. |w| < 1 ist und eine Spiegelung an der
horizontalen Achse, falls w negativ ist.

Die Periodendauer T kann als Linge einer Schwingungsperiode interpretiert
werden. Fiir alle Argumente ¢ gilt ndmlich die Periodizititsbedingung

h(t+T) = h(t)

Diese wichtige Beziehung, die ausdriickt, dass die verallgemeinerte Kosinusfunk-
tion die Periode T besitzt, folgt aus der 2w-Periodizitit der Kosinusfunktion
durch eine kleine Rechnung. Es gilt in der Tat h(t+7) = Acos (w(t+T)+a) =
Acos (w(t+22) +a) = Acos(wt+ a+27) = Acos(wt+a) = h(t). Geometrisch
bedeutet diese Beziehung, dass der Graph von h mit sich selber zur Deckung
gelangt, falls er um die Strecke T' parallel zur ¢t-Achse verschoben wird.

Die Anderung des Nullphasenwinkels a bewirkt auf die Kosinusfunktion eine
Verschiebung der Kurve in Richtung der ¢-Achse und zwar um £ nach rechts,
falls % < 0 und um % nach links, falls % > 0. Dass die Verschiebung um % und
nicht etwa um o stattfindet, entnimmt man der Form h(t) = Acos (w(t + 2)).
Wegen der Periodizitéit der Kosinusfunktion kénnen wir uns auf Nullphasen-
winkel im Grundinterval 0 < « < 27 beschrianken. Notfalls reduziert man ihn

modulo 27.

Viele Uberlegungen im Zusammenhang mit harmonischen Schwingungen werden
speziell anschaulich, wenn man sie mit einer geeigneten gleichférmigen Kreisbe-
wegung in Verbindung bringt. Dazu beachtet man, dass fiir A > 0 die in der
harmonischen Schwingung vorkommende komplexe Funktion

F(t) = A- pilwtha) _ A gia | giwt _ 4 cos(wt + )
N—— =~ Sin(wt + Ot)
komplexe Zeit-

Amplitude funktion

als Parametrisierung eines Kreises vom Radius A betrachtet werden kann. Den
rechten komplexen Fakor nennt man in der Physik Zeitfunktion und der linke
Faktor heisst dort komplexe Amplitude. Sie entsteht also als Produkt aus der
(reellen) Amplitude A mit der Phase €'®, die zum Nullphasenwinkel o gehort.
Der Phasenfaktor ist also eine komplexe Zahl vom Betrag 1. O
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Beispiel. Im Zusammenhang mit der Berechnung des Matrizenexponentials e
einer Matrix A mit komplexen Eigenwerten stosst man auf die Funktion

g(t) = elatt — gat . gibt — oot (cog(bt) 4 isin(bt)), a,beR
deren Real- bzw. Imaginé&rteil
g1(t) = R(g(t)) = e cos(bt),  ga(t) = I(g(t)) = e sin(bt)

gedédmpfte harmonische Schwingungen beschreiben.

Abbildung 2.31: Graphen der harmonischen Schwingung h(t) = cos(7t), der
gedimpften harmonischen Schwingung g (£) = e cos(7t) und der Einhiillenden.

Dabei handelt es sich also um harmonische Schwingungen, deren Amplitude mit
Hilfe einer Exponentialfunktion moduliert wird. O

Mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion wird der ganze Formelkram der
Goniometrie iiberfliissig, weil im umformulierten Problem nur noch (komplexe)
rationale Funktionen der Exponentialfunktion z = e?® involviert sind, die sich
im Vergleich zu den dquivalenten Formeln mit Kreisfunktionen leichter manipu-
lieren lassen.

Beispiel. Um die Halbwinkelformel

9 f) 1 + cos(x)
o () = L0
einzusehen, ersetzen wir die Kreisfunktionen durch die Exponentialfunktion. Fiir
die linke Seite der fraglichen Gleichung erhalten wir

9 ($> (615 + e*i% )2 eiz + 261'0 + efiac eiz + 92+ efi:n
cos” (=) = = =
2 4 4
wobei wir natiirlich die binomische Formel und das Exponentialgesetze benutzt
haben. Fiir die rechte Seite ergibt sich

1+ cos(z) 1+% 244 e

2 2 4
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Weil die beiden Ausdriicke iibereinstimmen, ist die Behauptung gezeigt. Man
beachte, dass dieser Ausdruck fiir alle Winkel = positiv ist und daher die Qua-
dratwurzel gezogen werden kann. Wir erhalten die Halbwinkelformel

1 1
’cos (g)‘ = %s(w) = 5\/2 + 2 cos(z)
wie sie iiblicherweise in der Literatur vorkommt. O

Beispiel. Dem trigonometrischen Satz von Pythagoras
cos?(p) +sin?(p) = 1
entspricht der hyperbolische Satz von Pythagoras
cosh?(ip) — sinh?(i@) = cosh?(z) — sinh?(z) = 1

den man selbstversténdlich auch mit Hilfe der Funktionalgleichung der Expo-
nentialfunktion nachrechnen kann.

Dieser Umstand motiviert die Bezeichnungsweise der hyperbolischen Funktio-
nen. Sie stehen zur Einheitshyperbel mit der Gleichung

z2—y?=1

in der selben Beziehung wie die Kreisfunktionen zum Einheitskreis mit der Glei-
chung
w2+ = 1.

Allgemeiner entsprechen sich Euklid’sche und Minkowski Geometrie bis auf
einen Faktor +¢, der nach dem Quadrieren zu einem Vorzeichenwechsel fiihrt.
Beispielsweise wird die Einheitshyperbel durch die hyperbolische Drehung

_( cosh(yp) sinh(p)
He = ( sinh(¢) cosh(yp) )

in sich {ibergefiihrt und das hyberbolische Additionstheorem
Loty =Ly - Ly
nimmt die Form

sinh(p 4+ ¢) = sinh(y) cosh(¢) 4 cosh(y) sinh(v)
cosh(p +1) = cosh(p) cosh(z)) + sinh(y) sinh (1))

an. Durch Quotientenbildung und Erweitern mit cosh(y) - cosh(v) erhalten wir
daraus das Additionstheorem fiir den hyperbolische Tangens

~ tanh(yp) + tanh(t)
tanh(p + ) = 1 + tanh(y) - tanh(¢)

Die Minkowski-Geometrie kann durch die spezielle Relativitédtstheorie physika-
lisch interpretiert werden. Falls sich ein Beobachter B; gegeniiber einem anderen
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Beobachter By mit konstanter Geschwindigkeit v in z-Richtung gleichférmig be-
wegt und sie zur Zeit ¢ = 0 im Ursprung sind, so hédngen die Raumzeitkoodina-
ten? (t,2) des Beobachters By eines Ereignisses mit den Raumzeitkoordinaten
(t',2") des Beobachters By fiir das selbe Ereignis durch Multiplikation mit der
hyperbolischen Drehmatrix (Lorentz-Boost, bzw. Lorentz-Transformation)

_( cosh(yp) sinh(p) t = cosh(p)t’ + sinh(p) - 2’
L= (b ey ) e 4T

zusammen. Dabei gilt fiir den “Boostwinkel” ¢ die Beziehung

1 v
= sinh(p) = —2—
V1—0? 2 V1—0?

Das hyberbolische Additionstheorem L,4y = L, - Ly beschreibt die Raum-
zeitkoordinaten (¢”,z’") eines Beobachters B, der sich beziiglich B; mit der
Geschwindigkeit tanh(¢)) bewegt3?.

Das Additionstheorem fiir den hyperbolische Tangens

tanh(y) = v, cosh(yp) =

v+ w

w=-—
1+v-u

spielt die Rolle des relativistischen Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten.

Der Faktor +i zwischen Euklidscher und Minkowski-Geometrie ist auch der
Grund, warum in der speziellen Relativitéitstheorie die Zeit ¢ manchmal mit 4
oder mit —i multipliziert wird. Durch diesen mathematischen Trick (Physiker
reden von einer Wick-Rotation) geht die Minkowski-Geometrie in die bekanntere
Euklidsche Geometrie iiber. Eine Minkowski-Transformation kann so als Rota-
tion aufgefasst werden und die Schrodinger-Gleichung wird zur Wirmeleitungs-
gleichung. Man darf diese Analogie allerdings nicht zu weit treiben. Wahrend
die Grundfigur der Euklidschen Geometrie — der Einheitskreis — und Dreh-
gruppe kompakt sind, gilt das fiir die Grundfigur der Minkowski-Geometrie —
die Einheitshyperbel — und fiir die Lorentz-Gruppe nicht. O

Besonders eingéngig sind die Additionstheoreme, wenn man sie mit Hilfe von
komplexen Zahlen ausdriickt. Hinter den Additiontheoremen steckt aus geome-
trischer Sicht bekanntlich die Funktionalgleichung der Drehung:

Dyty = Dy - Dy

Drehen wir in der komplexen Ebene 1 um den Winkel ¢, erhalten wir die kom-
plexe Zahl e’ auf dem Einheitskreis. Multiplizieren wir diese komplexe Zahl mit
e, so erhalten wir die komplexe Zahl e*? - ¢*¥. Nach unserer Einsicht iiber das
Verhalten von Polarwinkeln beim Multiplizieren bzw. auf Grund der Funktio-
nalgleichung der Drehung erhalten wir die selbe komplexe Zahl auch als e?(#+%)

33Wobei heutzutage Zeiten ¢t und Distanzen x mit der selben Einheit gemessen werden!
Waihlt man als Zeiteinheit die Sekunde, so benutzt man zur Messung der Linge einer Strecke
diejenige Zeit, die das Licht braucht, um diese Strecke im Vakuum zuriickzulegen. Zum Um-
rechnen beachtet man, dass das Licht im Vakuum pro Sekunde abmachungsgemiss genau
c = 299'792’458 Meter (1 Lichtsekunde) weit kommt. In diesem natiirlichen Masssystem hat
die Lichtgeschwindigkeit den exakten Wert 1 und andere Geschwindigkeiten sind Bruchteile!
34Wer SI-Einheiten vorzieht, muss jedes vorkommende t mit ¢ multiplizieren!
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Die Funktionalgleichung der Drehung wird also mit der Euler’schen Formel zur
Funktionalgleichung der Exponentialfunktion.

Korollar. Fiir beliebige Winkel ¢, ¢ gilt die Funktionalgleichung der Exponen-
tialfunktion
Gilot) _ v | iv

Mit Hilfe der Euler’schen Formel lisst sich diese Funktionalgleichung als speziell
suggestive Form der Additionstheorme interpretieren.

Korollar. Fiir beliebige Winkel ¢, € R gelten die Additionstheoreme:
sin(p+¢) = sin(p) cos() + cos(i) sin()
cos(p+1) = cos(p)cos(¢) — sin(p)sin(y))

Durch Quotientenbildung und Erweitern mit cos(y) - cos(v) erhalten wir daraus

tan(yp) + tan(v)
~tan() - tan(y)

tan(p +¢) = 1

Sie gehen fiir gleiche Winkel ¢ = v in die Doppelwinkelformeln

sin(2p) = 2sin(p) cos(p)
cos(2¢) = cos®(p) —sin®(p)
tan(2¢) 12?;1(;'0()()0)

iiber, aus denen sofort hervorgeht, dass die Kreisfunktionen nicht linear sind.

Beweis. Fiir die linke Seite der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
liefert die Euler’sche Formel

!PT = cos(p + 1) + sin(p + )i

Fiir die rechte Seite erhalten wir ebenfalls mit Hilfe der Euler’schen Formel

" e = (cos(p) +isin(yp)) - (cos(¥) +isin(y)) =
(cos(go) cos(1) — sin(p) sin(w)) + (cos(gp) sin(y)) + sin(yp) COS(’l/J))i

Dabei haben wir beim Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile die Multipli-
kation komplexer Zahlen verwendet. Ein Vergleich von Real- und Imaginé&rteilen
dieser beiden komplexen Zahlen liefert die beiden Additionstheoreme. O

Weil die Additionstheoreme auch fiir komplexe Argumente gelten, konnen wir
die trigonometrischen Funktionen leicht fiir ein beliebiges komplexes Argument
z = a +1ib fir a,b € R berechnen. Zunéchst ist dank des Additionstheorems

cos(z) = cos(a+ ib) = cos(a) - cos(ib) — sin(a) - sin(ib)
sin(z) = sin(a + b) = sin(a) - cos(ib) + cos(a) - sin(ib)
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Wie wir gesehen haben, lassen sich die trigonometrischen Funktionen eines ima-
gindren Argumentes durch die hyperbolischen Funktionen ausdriicken. Es ist

cos(ib) = cosh(b)
sin(ib) = isinh(b)

Duch Einsetzen erhalten wir die gesuchten Formeln

cos(z) = cos(a) - cosh(b) — isin(a) - sinh(b)
sin(z) = sin(a) - cosh(b) + icos(a) - sinh(b)

Nicht nur Identitédten fiir die trigonometrische Funktionen lassen sich durch
Ubergang zu den komplexen Zahlen behandeln. Auch Bestimmungsgleichun-
gen mit Kreisfunktionen (sogn. goniometrische Gleichungen) fithren nach dem
Ersetzen der Kreisfunktionen zu rationalen Bestimmungsgleichungen in der Un-
bestimmten z = ei*.

Beispiel. Sollen fiir a = 2 im Intervall [0, 27) simtliche reellen Losungen der

goniometrischen Gleichung
cos(z) + sin(2z) sin(a) = 2 cos?(z) cos(a)

bestimmt werden, so beachtet man zunéchst, dass sich diese Gleichung wegen
sin(a) = —1 und cos(a) = 0 sofort zur Gleichung

cos(x) — sin(2x) =0

vereinfacht.

Diese vereinfachte Gleichung kann man entweder — wie in der Schule — reell
l6sen, indem man die Doppelwinkelformel sin(2z) = 2sin(z) cos(xz) benutzt.
Dann lautet die vereinfachte Gleichung

cos(x) — 2sin(z) cos(x) = 0 = cos(z) (1 - QSin(x)>
Daher sind noch die beiden Gleichungen
. . 1
cos(x) =0, 1—2sin(x)=0, bzw. cos(z)=0, sin(z)= 3

zu 16sen und man erhélt im Grundintervall [0,27) die vier Losungen xy = 7,
_ 3m _ T __ 5w

T2 =79, T3= ¢, T4 = T5 -

Alternativ ersetzt man die beiden trigonometrischen Funktionen durch die kom-

plexe Exponentialfunktion. Mit der Substitution
z = e £ 0, Z=e @ =71
ist
eiz + efiz z+ Zfl ei:}c _ e*iz o — Zfl

cos(zx) = ) =5 sin(z) = 5% =—;
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Damit gilt fiir den doppelten Winkel

. pi20 _ p—i2z L2 _ =2 2% | g—i2n 24 =2
sin(2z) = 5 =—a cos(2z) = 5 = 5

und die vereinfachte goniometrische Gleichung nimmt die Form

z4+ 271 22— 272 14iz+i23 — 24

=0
2 2 222

an. Dieser rationale Ausdruck verschwindet genau dann, wenn sein Zéhler
l1+iz4i2® — 2" =0

verschwindet. Damit haben wir die goniometrische Gleichung auf eine dquiva-
lente algebraische Gleichung vierten Grades iibergefiihrt. Mehr oder weniger
vom Schiff>® sieht man, dass diese Gleichung die beiden komplexen Losungen
2172 = +i und damit die komplexe Faktorisierung

(z4+i)(z—i)(1+iz—2%)=0

hat. Daher erhalten wir die vier Losungen z1 = 4, 20 = —i, 23 = %(\/g—l— z) und
24 = %( -3+ z) Daraus erkennt man, dass die Losungen einer algebraischen
Gleichung nicht konjugiert komplex zu sein brauchen, falls die Koeffizienten des
Polynoms nicht reell sind. Diese vier komplexen Zahlen haben den Betrag 1 und
gehdren zu den vier gesuchten Polarwinkeln z1 = 5, x2 = 37”, T3 = g und
x4 = % im Grundintervall [0, 27). O

Zum Uben geben wir eine weiteres Beispiel dieses in der Schule so beliebten
Aufgabentyps.

Beispiel. Sollen alle reellen Losungen im Grundintervall [0, 27) der goniome-
trischen Gleichung
sin(x) + sin(2x) + sin(3z) =0

bestimmt werden, so erkennt man vom Schiff aus, dass diese Gleichung aus
Symmetriegriinden die trivialen Losungen z; =0, o =7, 23 = 5 S

5 und xy = =F
hat. Es geht also darum, die restlichen Losungen zu finden.

Ersetzt man wie in der letzten Aufgabe die trigonometrischen Funktionen durch
die komplexe Exponentialfunktion mit Hilfe von z = e** # 0 und

el + e~ z+ 2_1 ) ( ) el _ p—ix o — Z—l
= si(xr) = " = .
2 2 24 24

cos(z) =

so geht die goniometrische Gleichung in die algebraische Gleichung

272714_227272_'_237273 2=z 422 — 2724 3 3 0
2i 2i 2i 2i B
35Wem das nicht gelingt beachtet, dass sich auch die Nullstellen einer komplexen Gleichung
f(z) = 0 fiir differenzierbares f mit Hilfe des Tangentenverfahrens

_ f(zn)
f'(2n)

Zn+1 = 2Zn

numerisch approximativ bestimmen lassen.
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iiber, deren Zihler nach Multiplikation mit 23 zur algebraischen Gleichung sech-
sten Grades
PS4tz -1=0

wird. Man beachte, dass ihre Koeffizienten reell und daher ihre Nullstellen paar-
weise konjugiert komplex sind. Die bereits vom Schiff aus festgestelten Losungen
entsprechen den Werten z; = 1, 20 = —1, 23 = ¢ und 24 = —¢ und bestéatigen
dieses Muster. Wir erwarten also noch zwei weitere Losungen und faktorisieren
dazu das gefundene Polynom

(z=1)-(z+1) - (z—d) - (z+4) - (P+z+1)=(2-1)- 2+ 1)- (22 +2+1)

Offensichtlich miissen wir also noch die beiden konjugiert komplexen Lésungen
der quadratischen Gleichung

1\ 1 12
Phz4l=0=(242) —g+1=0, (z+3) -2

2 4 2 4
bestimmen. Sie haben die Normalformen z5s = —% + ?z und zg = —% — @2
und gehoren zu den beiden Polarwinkeln x5 = %” und zg = 4?”. Dabei handelt

es sich um die beiden restlichen der gesuchten reellen Losungen.

Selbstverstédndlich hétte man diese Losungen auch gefunden, wenn man im Re-
ellen geblieben wire und die mittlere der Dreifachwinkelformeln

cos(3p) = cos’(p) — Bcos(yp) sin® ()
sin(3p) = 3 COS2(QD) sin(p) — sing(go)

3tan(p) — tan®(yp)
tan(3¢) 1 — 3tan?(p)

verwendet hétte. Der Weg iiber das Komplexe zeigt allerdings die Stuktur des
Problems besser und hat insbesondere den Vorteil, dass sofort klar wird, wie
viele Losungen die Gleichung hat, weil das dank des Fundamentalsatazes der
Algebra fiir das entstehende Polynom klar ist. O

Mit vollstéandiger Induktion folgt aus der Funktionalgleichung der Exponential-
funktion das Exponentialgesetz.

Korollar. Fiir jeden Winkel ¢ € R und jede natiirlich Zahl n € N gilt

eintp _ (eiz,a)n

Diese Beziehung ist in den Schulbiichern als Formel von De Moivre bekannt.
Aus ihr folgt, dass die Funktionen

St -, @ > e

genau den Restriktionen der homogenen harmonischen Polynomen vom Grad n
in den zwei Variablen & = cos(p) und y = sin(y) entsprechen. In der Tat ist fiir
n=20

0% =1

eine Konstante, d.h. ein Polynom vom Grad 0.
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Fiir n = 1 ist nach der Eulerschen Formel
e = cos(ip) +isin(p) =z + iy
Fiir n = 2 ist nach der Formel von De Moivre
€% = (e"%)? = (cos(p) +isin(p))? = (x +iy)? = 2 + 2ixy — y°

tatséichlich ein homogenes Polynom vom Grad 2 in x und y.
Entsprechend ist nach der Binomischen Formel fiir n = 3

¢3¢ = () = (cos(p) + isin(p))® = (& + iy)® = a° + Bia®y — Bay? — iy’

ein homogenes Polynom vom Grad n = 3 in « und y.
Allgemein ist

e = (e"?)" = (cos(p) + isin(p))" = (z +iy)" = sz : (Z) g TR gk
k=0

ein homogenes harmonisches Polynomen vom Grad n in x und y, dessen Real-
und Imaginérteil wir frither bei der Besprechnung der Normalform einez kom-
plexen Zahl z = x + iy angetroffen haben.

In hoheren Dimensionen sind die entsprechenden Funktionen als Kugelfidchen-
funktionen bekannt und nur mithsamer zu erhalten. Kugelflichenfunktionen ha-
ben in der Physik eine Bedeutung als Losung gewisser partieller Differential-
gleichungen. Sie treten beispielsweise bei der Berechnung des Wasserstoffspek-
trums und von Atomorbitalen auf, da die beschreibende zeitunabhéngige Schro-
dingergleichung den Laplace-Operator enthédlt man das Problem am besten in
Kugelkoordinaten 16st. Auch die in der Elektrostatik auftretenden Randwert-
probleme (Dirichlet- bzw. Poisson-Problem) kénnen durch die Entwicklung nach
Kugelflichenfunktionen gelst werden. In der Geophysik und Gedésie werden die
Kugelflachenfunktionen bei der Approximation des Geoids und des Magnetfel-
des verwendet.

Setzen wir die Euler’sche Formel in die De Moivre’sche Formel ein, ergibt sich

cos(ny) + isin(ng) = (cos(yp) +isin(p))"

Um die Normalform der rechten Seite dieser Gleichung zu erhalten, benutzen
wir die frither berechnete Normalform der Potenz einer komplexen Zahl und
erhalten fiir die gesuchte Normalform der Formel von de Moivre den Ausdruck

(cos(go) + isin(gp))n = (fl)k < " ) cos" 2k (p) sin%(gp) +

(30 (g ) o s )

k=0

Ein Vergleich der Real- und der Imaginérteile dieses Ausdruckes mit der linken
Seite der urspriinglichen Gleichung liefert folgende n-fach Winkelformeln. Sie
spielen bei der Untersuchung regulérer n-Ecke eine zentrale Rolle.
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Satz. Fiir beliebige Winkel ¢ € R und eine natiirliche Zahl n € N gilt:

L%] n
coslng) = Y (-1F (5, ) o) sn )
k=0

n—1
125

. n e .
sin(np) = Z (—=1)* (Qk . 1> cos™~(2k+1) (@) sin® 1 ()
k=0

Lg 0 (5 ) )

tan(np) =

~
Il
o

Die Koeffizienten in den n-fach Winkelformeln fiir die Kreisfunktionen sind
gewisse Binomialkoeffizienten: Jede zweite Zahl aus den Diagonalen des Pas-
cal’schen Dreiecks, wobei die Vorzeichen abwechseln.

Beweis. Fiir den Beweis der dritten Behauptung beachte man, dass aus den
ersten beiden Beziehungen die Gleichungen

cos(ny)  _ %(4)’“(;) tan* (),

cos™ () =

Sin(n@) Ln;lJ( l)k n ta 2k+1( )
= E - n

cos™ () prs 2k +1 v

folgen, aus denen sich die n-fach Winkelformel fiir den Tangens durch Quotien-
tenbildung ergibt. O

Beispiel. Es gelten folgende 4-fach Winkelformeln:

cos(4p) = cos?(p) — 6cos?(p)sin?(p) + sin* ()
sin(4p) = 4cos®(p)sin(p) — 4cos(p) sin® ()

3
tan(40) 4tan(p) — 4tan®(p)

1 — 6tan?(p) + tan'(yp)

Die Koeffizienten in der n-fach Winkelformel fiir den Tangens sind also die Bi-
nomialkoeffizienten, die zwischen Nenner und Zihler in einem Zickzack-Muster
abwechseln und im Nenner mit 1 beginnen. Die Vorzeichen alternieren in 2-er
Schritten. O

Beispiel. Der belgische Mathematiker van Roomen forderte im Jahr 1593, wie
es damals in der Forschung iiblich war, die Mathematiker der ganzen Welt her-
aus, indem er von ihnen verlangte, die Monstergleichung

% — 45243 + 94524 — 12/300239 4 1117150237 — 740/2592%5 + 3/764'565233
—14/945'04023" + 46'955'70022° — 117679100227 + 23603065222
—378/658'800x:23 + 483/841/800x21 — 488/494'125x10 4 3847942/375217
—232/676'2802'° + 105’306’0753 — 34/512/0752 ! + 7/811'3752°
—1/138'50027 + 95'6342° — 3/79523 + 452 = r
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fiir eine gegebene feste Zahl r € [0, %} zu l6sen. Anlésslich eines Besuches beim

franzosischen Konig Henri IV sprach der holldndische Botschafter dem Konig
ironisch sein Beileid dafiir aus, dass Frankreich keine Mathematiker habe, die
dieser Herausforderung gewachsen seien. Durch so viel Nationalismus angesta-
chelt, liess der Konig seinen Untertanen Vieta kommen, der sich das Problem
ansah und innerhalb weniger Minuten die positiven Nullstellen dieser Gleichung
fand, indem er auf den Zusammenhang zwischen Algebra und Geometrie hin-
wies. Er bemerkte némlich, dass wenn man sin(45¢) nach der Formel von de
Moivre entwickelt, mit Hilfe des Satzes von Pythagoras die geraden Potenzen
von cos(p) durch sin(yp) ersetzt und dann & = 2sin(yp) setzt, die Hélfte der
linken Seite der Monstergleichung entsteht. Die gesuchte Losung erhielt er also,
indem er ausgehend von

arcsin(%)

2sin(45¢) =1, Y=

die Werte von x = 2sin(y) berechnete. Ob die beiden Politiker allerdings dieser
Uberlegung folgen konnten, ist nicht iiberliefert. O

Die Formel von De Moivre lidsst sich zum Potenzgesetz verallgemeinern.
Korollar. Es sei z = r - €' eine komplexe Zahl. Dann gilt 2™ = r™ - €.

Diese Beziehung kann zur Berechnung von hohen Potenzen einer komplexen
Zahl z benutzt werden. Dazu bringt man zunéchst die komplexe Zahl auf Expo-
nentialform z = r- e und kann dann deren n-te Potenz 2" in Exponentialfform
leicht berechnen. Von dieser komplexen Zahl wiederum lassen sich dann Real-
und Imaginérteil leicht bestimmen, indem man in die Normalform umrechnet.

Beispiel. Zur Berechnung der zehnten Potenz der komplexe Zahl z = 1 + ¢
bestimmen wir zunéchst die Exponentialform von z. Es gilt z = v/2-¢*%. Damit
erhalten wir 210 = (v/2)10 . ¢i% = 32.¢i3 = 32i. O
Man beachte, dass aus der Formel von De Moivre folgt, dass der Polarwinkel
von z" der n-fache Polarwinkel von z ist. Das hat zur Folge, dass die Funktion
z +— 2" die komplexe Ebene C n-fach um den Ursprung windet. Aus dieser
geometrischen Beobachtung folgt der Fundamentalsatz der Algebra.

Beispiel. Fiir eine natiirliche Zahl n > 2 und eine beliebige komplexe Zahl
w # 0 hat die Gleichung

2" =w
wegen des Fundamentalsatzes der Algebra genau n Losungen. Insbesondere sind
n-te Wurzeln einer komplexen Zahl w # 0 nicht eindeutig bestimmt. So etwas
wie die n-te Wurzel eine komplexen Zahl w gibt es also nicht3®. Deshalb fiihren
wir fiir n-te Wurzeln gar nicht erst eine eigene Bezeichnung ein.

36In den Anwendungen wird hiufig eine dieser Losungen willkiirlich ausgezeichnet. Wer in
der Mathematik aber willkiirliche Wahlen trifft, darf nicht erstaunt sein, wenn die entste-
hende verstiimmelte Theorie unnatiirlich wird! In unserem Fall wiirde eine solche Wahl die
Symmetrie des reguldren n-Ecks zerstoren, was offensichtlich einem barbarischen, mutwilligen
Zerstorungsakt gleichkommt. Viele Resultate — etwa im Umkreis der Fourier-Theorie zur Un-
tersuchung periodischer Phinomene — folgen gerade aus der Gesamtheit dieser Symmetrien.
Wenn man also in einem mathematische Problem keine kanonische Wahl treffen kann, ist es
empfehlenswert, iberhaupt keine Wahl zu treffen und sich nach einer natiirlicheren Theorie
umzusehen!
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Um die Menge aller Losungen der Gleichung 2™ = w zu finden, stellt man
zundichst w in Exponentialform w = r - e** dar und macht fiir die gesuchte
Losung den Ansatz z = p - e**. Setzen wir diesen Ansatz in die definierende
Gleichung ein, geht sie iiber in

woraus die beiden Gleichungen
pn =r, ein)\ _ eigo
folgen. Aus der ersten Gleichung erhalten wir fiir den Betrag

p=3r=Y|ul

Aus der zweiten Gleichung folgt, dass der Polarwinkel A der gesuchten komple-
xen Zahlen ferner die Bedingung

e =% bzw. (M9 =1

erfiillen. Diese Bedingung ist nicht dquivalent zu n\ — ¢ = 0 sondern, wegen
der Periodizitit der Kreisfunktionen, zur Bedingung

nA\—p=kmnr firkeZ

Daraus folgt, dass der gesuchte Polarwinkel A einen der Werte
@ 2
M=—+k— furkeZ
n n

annehmen muss. Zwei Werte von k, die sich um ein Vielfaches von n unterschei-
den, liefern fiir X zwei Winkel, die sich um 27 unterscheiden. Daher kénnen die
zugehorigen komplexen Zahlen z nicht unterschieden werden. Es bleiben also
genau n verschiedene Winkel fiir A\ iibrig, die zu den Werten 0 < k < n —1
gehoren. Die gesuchten n Losungen der Gleichung

2" =w
haben also die Exponentialformen
zZE = W-ei(%ﬂﬂ%ﬂ), fir0<k<n-1

Zur Kontrolle berechne man die n-te Potenz von zj. Diese n komplexen Zahlen
heissen n-te Wurzeln der komplexen Zahl w = r - €. Sie liegen auf einem
Kreis mit dem Zentrum in 0, dessen Radius {/7 ist und gehéren zu den Winkeln
2+ k%”, die den Kreis in n gleiche Teile teilen.

Fiir w = 1 redet man deshalb auch von der Kreisteilungsgleichung 2™ = 1 mit
den sogn. n-ten komplexen Einheitswurzeln

. . 2 2
Cﬁ:el(k'%)zcos(k.£)+isin(k.£>7 fir0<k<mn-—1
n n

als Losungen. Sie liegen auf dem Einheitskreis und bilden ein reguléres n-Eck mit
einer Ecke in (¥ = 1. Die Zahl ¢, = ¢!(3F) heisst primitive n-te Einheitswurzel.
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Die restlichen Einheitwurzeln sind Potenzen der primitiven Einheitswurzel, da
fir 0 < k <n —1 die Gleichung

gilt, was die gewéhlte Bezeichnungsweise rechtfertigt. Allgemeiner heisst ¢ € C
primitive n-te Einheitswurzel, falls (" = 1 ist, aber fiir alle 1 < k < n — 1 die

Bedingung ¢* # 1 gilt. O
Beispiel. Die Kreisteilungsgleichung

2" =1
und ihre Losungen, d.h. die komplexen n-ten Einheitswurzeln

Cﬁ:ei(k'%ﬂ):cos<k~2—7r)+isin(k~2—ﬂ), 0<k<n-1
n n

spielen im Zusammenhang mit der sogn. Fourier-Transformation eine zentrale
Rolle, weil sie als Eigenwerte und Eigenvektoren einer fundamentalen linearen
Abbildung
T.:R" — R", rT—T, -
auftreten. Der zyklische Shift T,, ordnet einem Vektor & € R™ den Vektor T,, - T
zu, dessen Komponenten durch
(Tn'f)j:fj+1modnv ISJSTL

erklart sind. Weil T,, gerade durch die orthogonale Begleitermatrix

01 0 0 0
00 1 0 0
T,:=B(z"—1) = 000 - 00 gun
000 0 1
100 00

des Kreisteilungspolynoms dargestellt wird, in der jede Zeile aus der vorange-
henden durch einen zyklischen Rechtsshift hervorgeht®”, hat sie das Kreistei-
lungspolynom als Minimalpolynom und daher die n verschiedenen komplexen
n-ten Einheitswurzeln als Eigenwerte.

Wie alle zirkuléren Matrizen, wird die Matrix 7T}, durch die Vandermonde-Matrix
der komplexen Einheitswurzeln

V(].,Cn7 3),7 . .7<1717’72,C:Z‘71)

diagonalisiert, fiir die also

1 1 1 e 1 1
i 1 2 2:2 . 7%’(TL*Q) Cﬁ-(nfl) .
1 ¢! Cﬁ-(nfl) . Gln*l)(n*?) (n—1)-(n—1)

37Solche Matrizen bezeichnet man als zyklisch.
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gilt. Das typische Element der symmetrischen Fouriermatrix ist also®®
(Fa)je = (Y DG =g G-DG-D 1< jk<n

Geometrisch erhilt man die Spaltenvektoren der Matrix F,,, d.h. Eigenvektoren
von T, indem man die Ecken des regelméssigen n-Ecks, das von den komplexen
n-ten Einheitswurzeln gebildet wird, im Gegenuhrzeigersinn in Schritten der
wachsenden Weiten 0 < k < n — 1 durchlauft.

WEeil die komplexen n-ten Einheitswurzeln alle voneinander verschieden sind, ist
die Matrix F,, invertierbar. Es stellt sich heraus, dass diese Inverse F,, ! dank
der Orthogonalitdt von T,, eine besonders einfache Gestalt hat. Sie ist bis auf
einen Faktor n unitér.

Satz. Die Fouriermatrix F,, € C™" erfiillt die Orthogonalitidtsbeziechung

Dabei bezeichnet F,, € C™" die Matrix, die aus F}, durch Konjugieren simtli-
cher Elemente hervorgeht.

Beweis. Um die Orthogonalitéitsbeziehung einzusehen, miissen wir einfach das
. =7 . s .
Matrizenprodukt F,, - F,, berechnen. Nun gilt definitionsgeméss

(B )it = G0l — =32 D0l <<

)

und nach Definition des Matrizenproduktes gilt fiir seine Elemente

n

—T n =T i _ —(l— —
(Fn-Fo)j = Y (Fu)jk- (Fp)ep =y ¢F D01 ¢ =000

k=1 k=1

- - (G- (k-1)-(0-1)(k—1) _ - (k=1)-(3 1)

G Cn

k=1 k=1
n n falls j =n

= Z(Cv(zj_l))k_l = cG-n)"_1
k=1 (@)’ C"(j,l))ﬂ falls j £ n

Dabei ist das letzte Gleichheitszeichen auf Grund der Summenformel fiir die
geometrische Reihe gerechtfertigt. Falls wir nun beriicksichtigen, dass

D = U 1 <ji<n

eine komplexe n-te Einheitswurzel ist und daher definitionsgeméss

€M =1,  baw. (I -1=0

38Insbesondere in diesem Zusammenhang ist es iiblich, die Indizes von 0 bis n — 1 statt von
1 bis n laufen zu lassen. Dann hat das typische Element der Fourier-Matrix die Form

(F)jp =Gk =% 0<jk<n—1

Selbstverstindlich miissen dann alle Beziehungen entsprechend modifiziert werden.



280 KAPITEL 2. MATRIZENALGEBRA

gilt, erhalten fiir die Elemente des gesuchten Matrizenproduktes

— n fallsj=n
(F - :)jJ = ]
0 fallsj#n
was genau der behaupteten Orthogonalititsbeziehung entspricht. O

Auf Grund der soeben bewiesenen Bezichung gilt also fiir die Inverse von Fj,
1 —r
F'l=—.F,eC"
n
und das typische Element der inversen Fouriermatrix hat die Form

1 .

(Fuje=— ¢ U0 EN 1 <jk<n
n

Geometrisch erhiilt man die Spaltenvektoren der Matrix F); !, indem man das

von den komplexen n-ten Einheitswurzeln gebildete regelméssige n-Eck im Uhr-

zeigersinn in Schritten der wachsenden Weiten 0 < k < n — 1 durchlauft.

Multiplikation eines Vektors £ € C™ mit der Fouriermatrix F,, wird von den
Anwendern®® als diskrete Fouriertransformation (DFT,,) oder als Fouriersyn-
these bezeichnet. Entsprechend wird die Multiplikation eines Vektors i € C™
mit der inversen Fouriermatrix F,, ! als inverse diskrete Fouriertransformation
(IDFT,,) oder als Fourieranalyse bezeichnet. Die Fouriersynthese & — F, & und
ihre inverse Fourieranalyse 4 +— F,; ! - liefern also ein Paar inverser linearer
Prozesse.
cr cr

CAS. Die Folge der Fourier-Matrizen F;, kann in Sage mit Hilfe des folgenden
Kodes definiert werden:

def DFT(n):
return matrix(n, n, lambda j, k: e~ (i*2*pi/n*j*k))

8
<y

Analog definiert man die Folge der inversen Fouriermatrix F,;! durch den Kode
def IDFT(n):

return matrix(n, n, lambda j, k: 1/n*e” (-i*2*pi/n*jx*k))
Die diskrete Forier-Transformation eines Vektors & € C™ berechnet man dann,
indem man ihn mit der Matrix DFT (n) multipliziert. &

Das Produkt der Matrix F,, mit einem Vektor & € C™ ist definitionsgemiss
v = (Fa-@); =3 ¢Y VD0 1<j<n,  (Synthese, DFT)
k=1

Entsprechend gilt fiir das Produkt der Matrix F, ! mit dem Vektor i € C"

n

1 4
= (F e = — - ZC;(’“*I)'(J*I) Yy, 1<k <n, (Analyse, IDFT)
n
j=1

39In der Physik, Datenanalyse, Signalverarbeitung etc. sind auch leicht andere Konventionen
im Gebrauch, was die Verteilung des skalaren Faktors betrifft.
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In Formeln dieser Art wird stillschweigend abgemacht, dass die Indizes ausser-
halb von 1,...,n zyklisch wieder in diesen Indexbereich abgebildet werden, d.h.
zyklisch modulo n genommen werden, wie man kurz sagt.

Beispiel. Weil die diskrete Fourriertransformation mit der Faltung vertréglich
ist, lassen sich mit ihr Polynome

m—1 n—1
flx)= Z a;x’, g(x) = Z bl € Cla]
i=0 j=0

der Grade deg(f) = m—1 bzw. deg(g) = n—1, d.h. mit m bzw. n Koeflizienten,
multiplizieren. Dazu beachten wir, dass sich komplexe Polynome nicht nur durch
die Angabe ihrer Koeffizientenvektoren, sondern alternativ auch durch ihre Wer-
te an gewissen Stiitzstellen vollstéindig beschreiben lassen. In der Stiitzstellen-
darstellung lassen sich dann die beiden Polynome sehr effizient elementweise
multiplizieren. Am Schluss kehren wir zur Koeffizientendarstellung zuriick. Es
ergibt sich folgendes Vorgehen zur Berechung des Polynomproduktes

-1 m+n—2
pl) =Y axt= > aab=f@)g@), =) a-b
k=0 k=0 iti=k

vom Grad deg(p) =1 —1 = m+n—2 mit insgesamt I = m+n — 1 Koeffizienten:

1. Bestimme die Werte von f und g an den [ Stiitzstellen xg, ..., x;_1, wobei
l—1=m+n — 2 die Summe der Grade der beiden Polynome ist.

2. Berechne die Produkte p(zy) = f(zr) - g(zx) an diesen [ Stiitzstellen.
3. Bestimme aus den Werten p(xy) an den Stiitzstellen die Koeffizienten cy.

Ein Blick auf die Formel fiir die Fourier-Koeflizienten zeigt,
-1 Sl ‘
ye=(F- =) 2 G7 =z (Y, 0<k<i-1
§=0 §=0

dass wir als Stiitzstellen zweckméssigerweise die [-ten komplexen Einheitswur-
zeln, d.h.

ap=CF=€eTr  0<k<i-1

wihlen, weil wir dann im ersten Schritt mit den Koeffizientenvektoren @ und b
der beiden gegebenen Polynome einfach eine DFT;, d.h. eine Multiplikation mit
der Matrix Fj, durchfiithren miissen und dann im dritten Schritt mit Hilfe der
entsprechenden IDFT; die Koeffizienten des Produktes erhalten.

Um beispielsweise die Polynome f(x) = 222+ 3z —4 und g(z) = z — 1 zu multi-
plizieren, fiir die m = 3, n = 2 und damit [ = 3+ 2 — 1 = 4 gilt, bestimmen wir
zunéchst die diskrete Fourietransformation ihrer beiden Koeffizientenvektoren

—4 -1
ecCt

o ow
Sl
Il
oo~
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und erhalten die beiden Vektoren

1 0
DFT.(@) = Fy -G = ’G_Egi . DFT4(B) = Fy-b = *1_32 e Ch.
—6 — 3i —1—1
Thr kompontentenweises Produkt liefert
0
DFT,(¢) = DFT4(@) « DFT4(b) = 3 Iogi ect
3+ 9i
Daher gilt fiir den gesuchten Koeffizientenvektor ¢ des Produktes
16 4
¢ = IDFT4(DFT,(@) * DFT,(b)) = % *28 = *17 ec!
8 2

wie man mit dem Sage-Kode bestéitigt. Damit gilt fiir das Produkt der beiden
Polynome
p(z) = f(z) - g(x) =4 — Tw + 2° + 22°

wie man selbstverstindlich durch Ausmultiplizieren bestétigt. O

Wer glaubt, dass das im letzten Beispiel skizzierte Verfahren zum Multiplizieren
von Polynomen mit Hilfe der Fourier-Transformation aufwandiger sei als naives
Ausmultiplizieren, tduscht sich gewaltig! Weil das Matrix-Vektor-Produkt F), - Z
und auch F; 1§ die Form einer Faltung haben, kénnen sie sehr schnell, d.h. mit
O(n - logy(n)) Multiplikationen, durchgefiihrt werden, obwohl der beschriebene
Standardalgorithmus zur Berechnung des Matrizenproduktes

Yn

die Komplexitit O(n?) hat. Die Idee der sogn. FFT, die auf Gauss zuriickgeht,
besteht darin, dass man fiir eine Zweierpotenz®® n = 2¢ den Datenvektor & € C”
in zwei Vektoren

L1 L2
- T3 n — Ty n
Lungerade = € Cz, Lgerade — e Cz
LTpn—1 Tn

der halben Dimension aufspaltet und dann mit Hilfe der beiden Vektoren

Yungerade ‘= F% * Tungerade> Ygerade ‘= F% * Tgerade

40Dies kann mit geeigneter Auffiillung mit Koeffizienten 0 immer erreicht werden.


https://sagecell.sagemath.org/?z=eJylks9vgjAUx-8k_A8v8QKkbuo4abwZErIs8WB2WTZT4JFVpCUFdfOv32uFGd2PsOylJ_r6-X5eS4Y5LKKVJ_2p6wCVxmanJZS80eLNkwxobXmZZBw2DIop4IsngklQiVsZbILC96GtwQJzIUUjlIQMtcG6jutklBD_LWJMaIoZfsm5jojbjPpVHTyTEZ51-tcgUjstUA8frBFE69BA-XyPaaO09zQM2R2bsNFzCx_cK8xzcRQoG5R7LKiLfGpAXdMHWKrtu1Rl7TrJmTFmYzbqwTgeUFxCXIdG4_PTfAGfddNy39xItLLHeiqBhSUdLPmEJX1gP7ilBsdvKi70QdS4rrTKdmlzws6gi0h9M3VZKWm5xKqJuTTNRWPfM0GREZ56LTqdx62nOX1STe1_EHemxRVPdjzauyQa4P99v9N9tBeE8lflfs4G8QHglBYV&lang=sage
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den gesuchten Vektor ¢ der unbekannten Fourier-Koeffizienten konstruiert. Die-
ses Verfahren kann rekursiv angewandt werden: Ein Problem der Dimension
n = 29 wird zu 2 Problemen der Dimension 5 = 29~ 1 reduziert etc. bis es
schliesslich zu n = 27 trivialen Problemen der Dimension 1 wird. Die Kosten pro
Schritt sind linear, d.h. von der Ordnung O(n) und es sind insgesamt ¢ = log,(n)

Reduktionsschritte notig, was die behauptete Komplexitét erklért.

Die fiir viele Anwendungen wichtige Idee der schnellen Fourier-Transformation
kann man auch an Hand der folgenden Umformung erkennen, in der die Bestim-
mung des Fourier-Koeffizienten y;, fiir 0 < k <n — 1 dank der Bezichung

GV =, (o gerade)

auf zwei kleinere Summen mit geraden bzw. ungeraden Werten von k zuriick-
gefithrt wird.

n—1 5-—1 -1

S kg k-2j k(241

ye = (Fn- -2k = E xj- G0 = E T25C, ™ + E oj 41 (3D
=0 =0 =0

n_q n_q

kej kej
= Z 22;Ca” + k- Z 2j+1Cn”
=0 =0

Damit kann die Berechnung der Fourier-Koeffizienten rekursiv auf zwei Proble-
me halber Grosse (und linearem Organisationsaufwand) zuriickgefithrt werden,
so dass der erforderliche Aufwand nur O(n - logy(n)) Multiplikationen betrégt.
Kombiniert man die schnelle Fouriertransformation mit der beschriebenen Me-
thode zur Multiplikation von Polynomen f, g € C|x], lidsst sich ein solches Pro-
dukt mit hochstens O(n - logy(n)) (komplexen) Multiplikationen berechnen.

Bekanntlich ldsst sich die Multiplikation ganzer Zahlen auf die Multiplikation
von Polynomen zuriickfithren. Um beispielsweise die ganzen Zahlen a = 2357
und b = 2468 zu multiplizieren, betrachten wir die beiden zugehorigen Polynome

f(z) =7+ 52 4 322 + 223, g(x) = 8 4 62 + 422 + 223
und berechnen ihr Produkt
p(z) = f(x) - g(x) = 56 + 82z + 8222 + 682> + 34z* + 1425 + 425.
Das gesuchte Produkt ergibt sich dann durch Substitution
a-b= f(10) - g(10) = p(10) = 5'817'076.

Die schnelle Fouriertransformation liefert also insbesondere einen sehr effizienten
Algorithmus zur Multiplikation (grosser) ganzer Zahlen. O

Den Spezialfall n = 2 der Quadratwurzeln haben wir seinerzeit bereits in Nor-
malform behandelt und betrachten ihn nun im Licht der Exponentialform. Um
die spezielle quadratische Gleichung z? = w zu l6sen, stellen wir w zuerst in
Exponentialform w = r - ¢!¥ dar. Dann findet man leicht die beiden Losungen

in Exponentialform .
e =GP =01

die man schliesslich in Normalform umrechnet. Dabei treten folgende Félle auf:
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e Falls w reell und w > 0 ist, so ist » = w und ¢ = 0. Die beiden komplexen

Losungen haben dann wegen e® = 1 und ™ = —1 die Form z; = y/w
und zo = —y/w.

e Wenn w reell und w < 0 ist, so ist 7 = —w und ¢ = 7. Die beiden
komplexen Losungen sind dann wegen €2 = ¢ und e’ 2 = —i rein imaginar

und lauten z; = /—wi und z9 = —/—wi.

e Im allgemeinen Fall erhélt man zwei komplexe Zahlen z; und 23, die ein
reguldres 2-Eck bilden, d.h. punktsymmetrisch beziiglich des Ursprungs

sind, so dass als zo = —2; sein muss.
Beispiel. Um die Gleichung 22 = —3 + 4i zu l6sen, berechnen wir zunichst die
Exponentialform von w = —3 + 4i = 5 - ¢?. Es gilt

4
5cos(p) = =3, 5sin(¢) = 4, tan(p) = -3

Der Polarwinkel von w betrégt also ¢ ~ 2.2143 bzw. im Gradmass ¢ ~ 126.86°.
Daher liegt w im zweiten Quadranten und hat den Betrag r = 5.

Um die Normalform der beiden komplexen Losungen in Exponentialform
2 = V5l TthT k=0,1

mit rationalen Mitteln zu bestimmen, setzen wir nicht einfach einen N&herungs-
wert fiir ¢ ein, sondern ziehen die sogn. Halbwinkelformeln der Kreisfunktionen

sin(£) = %m:

)
013
ot

heran, die man aus den Doppelwinkelformeln durch Auflésen erhilt.

Mit Hilfe der Quadrantenrelationen

sin(fp+7) = —sin(p)
cos(p+m) = —cos(p)
tan(o +7) = tan(yp)

erhalten wir daraus die bené6tigten exakten Werte

5 2v'5
cos (g +7r) = —%, sin (% +7r> = —?\[, tan (% —|—7r) =2

Fiir die Normalform z; = xj + iy, der beiden Losungen z im ersten und dritten
Quadranten, die wir bereits in Exponentialform kennen, gilt demnach

xO:\/5~cos(§):1, yO:\/g'sin(g):Q
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Abbildung 2.32: Die komplexen Losungen der Gleichung 22 = —3 + 4i.

bzw.
- ¥ — _ i (P _
xl—\@-cos<§+7r)——1, y1—\/5-51n<§+7r)——2

Insgesamt erhalten wir so die bereits frither bestimmten Werte zg = 1 4 2¢ und
z1 = —1 — 24, fiir die in der Tat z,% = —3 + 41 ist.

Man beachte, dass die beiden komplexen Zahlen, die als Losung der speziellen
Gleichung z? = w vorkommen, punktsymmetrisch zum Ursprung liegen. O

Beispiel. Die vierten Wurzeln von —4 sind definitionsgemiiss die Losungen der
Gleichung 2* = —4. Wir erhalten zunichst die Exponentialform —4 = 4-¢'™ und
damit die gesuchten Losungen z; = V2. et(G+E3) fiir 0 < k < 3. In Normalform
lauten diese Losungen zg =144, 21 = =141, 20 = —1 —14, 23 = 1 — ¢, was man
leicht durch Nachrechnen bestétigt.

Diese vier komplexen Zahlen bilden die Ecken eines achsenparallelen Quadrates
mit Zentrum im Ursprung und der Seitenlénge 2.

Die vier komplexen Losungen der Gleichung z* = —1 liegen auf dem Einheits-
heitskreis und bilden die Ecken eines konzentrischen Quadrates. Thre Normal-
formen erh#lt man aus den z; durch Division durch v/2. O

Beispiel. Die vierten komplexen Einheitswurzeln sind Losungen der Gleichung

A =1.
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&

zZ1 20

Z2 ' Z3

Abbildung 2.33: Die komplexen Losungen der Gleichung 24 = —4.

Wir erhalten fiir die vier Losungen ¢ = 1, ¢4 = i, (3 = —1, {§ = —i. Diese
vier Punkte der komplexen Ebene liegen auf den Koordinatenachsen und bilden
ein Quadrat im FEinheitskreis geméss folgender Figur. Eine der Ecken dieses
Quadrates ist selbstverstindich 1, da 1* = 1 ist. Fiir die Normalformen der
4-ten Einheitswurzeln gilt also

k 4 Ty + iy N (zp + iyr)
0| e cos(0) + ¢sin(0) 1

1] e ¥ cos(1-20) 4isin(1-2r) i

2 | €2 cos (2- %Tﬁ) + i sin (2- %Tﬂ) -1

3| e cos (3-28) +isin (3 2F) —i

Diese Koordinaten sind dann zyklisch modulo 4 zu nehmen.
Die zugehorige Fourier-Matrix lautet also

98 Qg 1 1 1 1
L ladaal v
e g e B
PG G G e

Sie ist umkehrbar und ihre Inverse lautet

1 1 1 1

= =
<.
—_
[
—_
| |
S

Man beachte, dass die vierten komplexen Einheitswurzeln mit der reellen Fak-

torisierung
1= -1)-(2+1)
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Abbildung 2.34: Die vierten und fiinften komplexen Einheitswurzeln.

zusammenhéngen, das nach dem Fundamentalsatz deer Algebra die komplexe

Faktorisierung
Aol=GE-1-(z+1)-(z2—1)(z+1)

in vier Linearfaktoren besitzt. O

Beispiel. Entsprechend liegen die fiinften Einheitswurzeln auf den Ecken eines
reguliiren 5-Eckes mit einer Ecke in (Y = 1 und l6sen die Kreisteilungsgleichung

25 =1.

Die gesuchten Losungen dieser Gleichung kénnen in Exponentialform durch die
komplexen Zahlen

(k- 2 2 2
zkzggf:ez(k%):Cos(k.?”)ﬂsm(k.g), 0<k<4

beschrieben werden. Sie liegen auf dem Einheitskreis und ihr Zentriwinkel ist

2?” = 72°. Eine der Ecken dieses reguldren 5-Ecks ist selbstverstédndich 1, da
1° =1 ist. Fiir die Normalformen der 5-ten Einheitswurzeln gilt

k 2k Tk -l—iyk N(ZL’k +iyk)

0% cos(0) + 4 sin(0) 1

1[e¥  cos (%) +isin (%) 0.309017 + 0.951057i

2| 2% cos (2 . %ﬂ) + ¢ sin (2 . %’“) —0.809017 + 0.5877851%

3| eB%F cos(3-%) +isin(3-2F) —0.809017 — 0.5877854

4] e*¥  cos(4- %) +isin(4-25)  0.309017 — 0.951057i

Diese Koordinaten sind zyklisch modulo 5 zu nehmen.

Statt nur durch die Werte transzendenter Formeln oder gar einfach nur durch nu-
merische Ndherungwerte zu beschreiben, mochten wir, wie iiblich, nach Méglich-
keit die kartesischen Koordinaten dieser Punkte auf dem Einheitskreis mit Hilfe
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von Radikalen beschreiben. Das solllte hier moglich sein, weil wir von der Kreis-
teilungsgleichung fiinften Grades z° = 1 eine ganzzahlige Losung zg = 1 kennen,
die wir abspalten kénnen und die Faktorisierung

P—l=(z=-1)-1+z+22+22+2%

erhalten, so dass wir also nur noch die komplexen Nullstellen des fiinften, ganz-
zahligen irreduziblen Kreisteilungspolynom®!

®5(z):1+z+22+z3+z4:(27(5)~(zf§52)~(zfgg’)~(zf(§)

benstigen. Weil es sich bei den gesuchten Real- und Imaginérteilen der 5-ten
Einheitswurzeln um Werte von Kreisfunktionen handelt, liegt es nahe, in diesem
Polynom auf Grund der Euler’schen Formel die Substitution

1 2+1 2
UJ:Z-I-Z_l:z—i—*:Z—’— ZQCOS(i)
z z )
zu machen. Sie lédsst sich Umkehren, weil die zugehorige quadratische Gleichung
2
9 w\2 w
- 1=0= ( - 7) -
z wz + z 5 1 +

die beiden Losungen

w4 Vw? — 4 w—Vw? —4
2= —", 29 = —————
! 2 2 2
hat. Statt einfach diese Ausdriicke zu substituieren, ist es bequemer, das Kreis-
teilungspolynom durch z? zu dividieren und den rationalen Ausdruck

® 11
= 5(’2):—2+—+1+z+z2
z z

f(2)
zu untersuchen. Man beachte, dass dieses Ausdruck genau dann verschwindet,
wenn sein Zihler verschwindet, d.h. an einer der gesuchten Nullstellen von ®5(z).
Es geht also nun darum, die Nullstellen von f(z) zu bestimmen. In f(z) ist nun
die Substitution einfacher, wenn wir ndmlich beachten, dass

22

wr=22 24272
gilt. Unter der gewiinschten Substitution geht offenbar f(z) in das Polynom

— 2 - — —
flw)=w+w-—1 (w—i— 2) 1 1 (w+ 2) 1

zweiten Grades iiber. Seine Nullstellen sind

-1++5 -1-5
= w2 = -
2 ’ 2
4 Unter dem n-ten Kreisteilungspolynom &, (z) versteht man das ganzzahlige, normierte
Polynom grossten Grades, das z™ — 1 teilt und zu allen 2% — 1 mit d < n teilerfremd ist.
: 27
Seine komplexen Nullstellen sind die primitiven n-ten Einheitswurzeln ¢¥ = el(k'T), wobei
k die zu n teilerfremden Zahlen zwischen 1 und n durchlduft. Daher gelten die Faktorisierungen

en(z)= [ G-= J[ (-®5), 2 =1 =[] ®al2).

1<k<n 1<k<n dln
ggT(k,n)=1 ggT(k,n)=1

wy
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Diese beiden Nullstellen von f entsprechen nach der Riicksubstitution den vier
komplexen Zahlen

145 2(5 +/5)
T 4

, 145 26+ V5E)
i, 21 = — i

4 4

Z4

und

—1—-+/5
V5
4 4

2(5 —v/5) _1-v5 y26-vE)
1, z3 = 1 — 1 i

Z9 =
Das fiinfte Kreisteilungspolynom hat also die reelle Faktorisierung

D5(2) = <22 + (1 + 1\/5)z+ 1) : (22 + (1 + 1\/5>z+ 1)
2 2 2 2
WEeil sich die Koordinaten der gefundenen vier Punkte auf dem Einheitskreis
dank diesen Formeln durch geschachtelte Quadratwurzeln ausdriicken lassen,
kénnen diese fiinf Punkte in der Ebene mit Hilfe von Zirkel und Lineal konstru-
iert werden. Die konstruktive Bewaltugung der regelméssigen 5-Ecks mit Zirkel
und Lineal gehort zu den Hohepunkten der griechischen Geometrie.

Dementsprechend lassen sich auch die zugehorige Fouriermatrix

NG CENC N 11 1 1 1
g C% 452 Cg é 1 21 22 z3 2
Fs = N CONCRNC RN 1 20 24 21 23
R CENC NN 1 23 21 24 2
g é g Cg C51 1 24 23 22 =

und ihre Inverse F5_1 vollstédndig mit geschachtelten Quadratwurzeln beschrei-

ben. O

Die Konstruktion des regulidren n-Ecks mit Zirkel und Lineal gelingt genau dann,
wenn n = 28 . py -+ - p,, ist, wobei die p; paarweise verschiedene Primzahlen der
speziellen Form 22" + 1 sind. Genau in diesen Féllen lassen sich also die n-ten
komplexen Einheitswurzeln durch Radikale ausdriicken.

Beispiel. Aus der Schule erinnern wir uns, dass sich das regulire 6-Eck leicht
mit Zirkel und Lineal konstruieren lisst und sich daher die komplexen 6-Einheits-
wurzeln, d.h. die Losungen der Kreisteilungsgleichung

5 =1

durch Radikale ausdriicken lassen sollten.

Die Losungen dieser Gleichung kénnen in Exponentialform durch
2= (g = eF ) = k) = cos (k . %) +¢sin (k: g), 0<k<LS

beschrieben werden. Sie liegen auf dem Einheitskreis und ihr Zentriwinkel be-
trigt 5 = 60°. Eine der Ecken dieses regulidren 6-Ecks ist selbstversténdich 1,
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R}

Abbildung 2.35: Die sechsten komplexen Einheitswurzeln.

da 16 = 1 ist. Weil diesmal die Eckenzahl gerade ist, wird auch die gegeniiber-
liegende Ecke (§ = —1 auf dem reguliiren 6-Eck liegen, da ja auch (—1)% =1
gilt. Fiir die Normalformen der 6-ten Einheitswurzeln gilt

k 2k Tr + 1Yk N(Ik + iyk)
0e03 cos(0) + ¢sin(0) 1 1

1] eit3 oS (%) +isin (%) 0.5+ @z 0.5 4 0.866025
2| ¢F cos(2-%) +isin(2-T) —05+ Y3 —0.5+0.866025
3e®5 cos(3-%) +isin(3-%) -1 -1
4]e*F cos(4-T) 4isin(4-T) —0.5— %3 —0.5—0.866025
5|e55 cos(5-T)+isin(5-%) 05-¥3 05— 0.866025

Diese Koordinaten sind zyklisch modulo 6 zu nehmen.

WEeil wir bereits zwei verschiedene ganzzahlige Nullstellen der Kreisteilungsglei-
chung kennen, erhalten wir sofort die Faktorisierung

A l=—-1-(z+1)- (1422 +2%

und weil sich der biquadratische Faktor weiter faktorisieren lésst, sogar sofort
die reelle Faktorisierung

A l=-1-(z+1)-1+24+2%) -1 —-z2+2%

Es geht also noch darum, die komplexen Nullstellen des dritten, ganzzahligen
irreduziblen Kreisteilungspolynoms

Py(z) = 142427 = (2-G) - (- G) = (2= G) - (2= )
und des sechsten, ganzzahligen irreduziblen Kreisteilungspolynoms

<I>6(z):1—z—|—22:(z—&;)-(z—cg)
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exakt zu bestimmen.

Fiir die eine komplexe Nullstslle von ®3(z) erhalten wir

1 \/g
2 _ .
G =0 = 2"'722

und damit aus Symmetriegriinden fiir die andere

1 V3
4 2_ - V9.
<6737 2 QZ

Entsprechend erhalten wir fiir die eine komplexe Nullstelle von ®g(z) den Aus-

druck /3
1 3.
CG - 5 + 71

und damit aus Symmetriegriinden fiir die andere

1 V3
5_7_7.
CG_Q 2 ?

Auch die zugehorige Fouriermatrix

@ @ @ & @ &

@ G G @ G

. Cez G G @ G G
¢ BN R¢ e

¢ G @ @ G &

0 5 4 3 2 1
6 CG 6 6 CG CG

und ihre Inverse Fy ! lassen sich offenbar vollstindig mit Quadratwurzeln be-
schreiben. O

Auch alle anderen aus der Schule bekannten Beziehungen iiber Kreisfunktio-
nen und sédmtliche in der Schule behandelten planimetrischen Resultate kann
man sehr bequem und einfach mit Hilfe der komplexen Zahlen unter der Ver-
wendung der Eulerschen Formel herleiten, indem man die entsprechenden Real-
und Imaginérteile vergleicht. So gesehen versteht der Mathematiker nicht so
recht, warum man heutzutage in der Schule statt der schwerfélligen und zu
Formelsalat neigenden Trigonometrie nicht systematisch die viel bequemeren
komplexen Zahlen verwendet, die erst noch fiir die beste aller zeitgenossischen
physikalischen Theorien — die Quantenmechanik — fundamental sind, weil in
der zeitabhéngigen Schrédingergleichung

_halIl(x,t) n? 92

o T ( 2m 0222
auf der linken Seite die komplexe Einheit explizit vorkommt. Diese lineare par-
tielle Differentialgleichung beschreibt die zeitliche Entwicklung der sogn. Wel-
lenfunktion ¥(z,t) eines Teilchens der Masse m, das sich entlang der z-Achse
im Potential V(x) € R bewegt. Diese Wellenfunktion muss also notgedrungen
komplex sein. Thre Norm

+ V() ¥(a,t)

pla,t) = [U(a, )
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ist reell und kann als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden, d.h.

b b
P, (t) ::/ | (1)) d:c:/ p(z,t) dx

liefert die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit ¢ im Intervall [a, b] zu finden.

Um dieses Wahrscheinlichkeitsgesetz differentiell zu formulieren, definiert man
mit Hilfe der Wellenfunktion ¥(x,t) den sogn. Wahrscheinlichkeitsstrom

T t) = %%(@(m) - %)

Interpretert man die Wahrscheinlichkeitsdichte |¥(x,¢)[? als Anzahl Teilchen
pro Léngeneinheit, kann der Wahrscheinlichkeitsstrom als zugehorige Flussrate
interpretiert werden. In der Tat iiberpriift man mit Hilfe der Schrodingerglei-
chung die Erhaltungsgleichung*?

oJ  9dp
4+ _9
Ox + ot
Die gesuchte differentielle Version des Wahrscheinlichkeitsgesetzes lautet damit
dP, »(t)

—— = J(a,t) — J(b,t
00 _ (a0~ a0
wobei die rechte Seite die Rate angibt, mit der die Wahrscheinlichkeit am linken
bzw. am rechten Rand des Intervalls [a, b] abfliesst.

Komplexe Zahlen sind auch fiir einfache physikalische Anwendungen bequemer.

Beispiel. In vielen physikalischen Anwendungen miissen harmonische Schwin-
gungen gleicher Frequenz iiberlagert werden. Wie alle Resultate iiber Kreis-
funktionen kann auch dieses Problem einfach mit Hilfe komplexer Zahlen gelost
werden. Dazu stellen wir zunéchst die beiden gegebenen harmonischen Schwin-
gungen als Realteile einer geeigneten komplexen Exponentialform dar. Es ist

h]_(x) — §R(A1 . ei(wx—'r(ll)) — Al . COS(W{L‘ + al)
ho(z) = §R(A2 . ei(wm+az)) = Ay - cos(wz + as)

Nun werden diese beiden komplexen Zahlen addiert. Weil die beiden Kreisfre-
quenzen nach Voraussetzung iibereinstimmen, erhalten wir

Alei(ww+a1) + AQei(wx—i-az) — eiwa; (Aleial + Ageiaz)

Den linken Faktor nennt man in der Physik Zeitfunktion und die Summe im
rechten Faktor heisst dort manchmal komplexe Amplitude. Sie wird nun in Ex-
ponentialform dargestellt. Wir bestimmen also A und « so, dass die folgende
Gleichung gilt.

Are™™ 4 A2 = Ae'

42Dje an die Differentialgleichung
Op
div(J — =0
V(D) + 5

der Ladungserhaltung aus der Elektrotechnik zwischen dem Stromstérkevektor J und der
Ladungsdichte p erinnert und besagt, dass die Anderung der Ladung Qv (t) in einem festen

Volumen V nur auf Grund des Flusses von J durch die Oberfliche 9V des Volumens moglich
ist, d.h. in der Integralform, dass %Vt(t) =— fav<f, dii) gilt.
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Weil der Realteil einer Summe die Summe der Realteile ist, erhalten wir die
gesuchte Superposition dann nédmlich aus der Beziehung

h(x) = hi(z)+ ho(z) = R(A; - ! @7T0)) L R(A, - eilwatos))
— %(Al . 6i(w:r+o¢1) + Ay ei(werag)) _ %(eiwm . Aeia)
= R(A@TT)) = Acos(wz + )

Offenbar spielt die Zeitfunktion hier keine Rolle und es geniigt, A und « zu
bestimmen. Mit Hilfe der Euler’schen Formel ist

Ae™™ + Age™™ = Aj(cos(ar) +isin(ar)) + Az ( cos(az) + isin(az))
= (A1 COS(OLl) + AQ COS(O[Q)) + ’L(A1 sin(ozl) + A2 sin(ozg))

Daher gilt fiir den Betrag A der komplexen Amplitude

A? = (Acos(ar) + As cos(az))2 + (Ay sin(aq) + Az sin(az))2

AT + A3 + 241 As(cos(aq) cos(az) + sin(ay ) sin(as))
= A3 4 A3 4241 A5 cos(a; — az)
Fiir den Polarwinkel dieser komplexen Zahl gilt

_ Apsin(ay) + Az sin(az)
Ay cos(ag) + Ag cos(as)

tan(a)

und wir erhalten den Fundamentalsatz iiber harmonische Schwingungen, wonach
sich gleichfrequente harmonische Schwingungen zu einer harmonischen Schwin-
gung iiberlagern. O

Das folgende numerische Beispiel soll diese Uberlegung illustrieren.

Beispiel. Zur Superposition der beiden harmonischen Schwingungen der selben
Frequenz hy (z) = sin(§ —z) und ha(x) = 5 cos(z+7%). stellen wir in einem ersten
Schritt beide harmonischen Schwingungen mit Hilfe der Komplementérwinkel-

formel sin(z) = cos(F —x) als Kosinusschwingungen dar. In unserem Fall gilt fiir

die erste harmonische Schwingung h;(x) = sin(§ — ) = cos(z). Auf Grund des
Hauptsatzes ist diese Superposition von der Form h(z) = A cos(z + «). Zur Be-
rechnung der Amplitude A und des Nullphasenwinkels o benétigen wir zunéichst
die komplexen Formen. Es ist i1 (z) = R(e™®) und ho(z) = R(3e!@F5)). Fiir die

komplexe Amplitude erhalten wir

1 T .7 11 3\ 5 3
=145 (cos(g) +isin@)) =1+ 5(5+1) = g i

wly

1—|—1 ¢
—e
2

im ersten Quadranten. Fiir ihren Polarwinkel gilt tan(a) = ? Von den beiden
Winkeln im Grundintervall

V3 V3
a1 = arctan (?>, a9 = arctan (?) +
kommt aus Quandrantengriinden nur der Winkel o = a7 ~ 0.334... als Null-
phasenwinkel in Frage. Den Betrag der Superposition erhalten wir aus der Be-

i 2254, 3 _ 7
ziehung A = 12 + 15 = 1. O



294 KAPITEL 2. MATRIZENALGEBRA

Beispiel. Eines der iiberraschenden — aber auch typischen — Phédnomene im
Zusammenhang mit harmonischen Schwingungen besteht in der Ausléschung,
d.h. im Umstand, dass die Superposition harmonischer Schwingungen verschwin-
den kann, ohne, dass das fiir eine von ihnen der Fall ist.

Um reelle Zahlen a,b € R so zu bestimmen, dass fiir alle ¢t € R die reelle
Gleichung

sin(t) + asin (t + 2%) + bsin (t - %) =0
gilt, komplexifizieren wir die gegebene reelle Gleichung und erhalten
%(eit) + a< (ei(t"’%’r)) + b%(ei(t_% ) =0
WEeil a, b reell sein sollen, ist also die Gleichung
%(eit + aettHF) 4 bei(t_%)) =0

zu l6sen, die durch Verwenden des Additionstheorems die Gestalt

2

. I, .
%(e”qLae”'eZS +be' e 16) =0

annimmt. Ausklammern des gemeinsamen Zeitfaktors e’ macht daraus die Glei-
chung

%(e“ (1 ta-eF +be*i%)) =0

WEeil diese Gleichung fiir alle ¢t € R erfiillt sein soll, diirfen wir den gemeinsamen
Faktor e’ weglassen und miissen noch die Gleichung

1+ aei%ﬂ +be T =0

16sen. Diese Gleichung ergibt sich auch, wenn man die gegebene Gleichung in
der iiblichen Form komplexifiziert. Dann lautet sie ndmlich

eit _ o—it el(t+35) _ o—i(t+5) bei(t—%) — it ) 0
TR 2 + 2 -

oder nach Multiplikation mit 2¢
et — o=t 4 a(ei(t-i-%") _ e—i(t-i—%’)) + b(ez‘(t—g) _ e—i(t+g)) -0

Durch Verwenden des Additionstheorems und Ausklammern der gemeinsamen
zeitabhingigen Faktoren e und e~% wird daraus

2
73

et (1 + ae + be*ig) —eTH. (1 + aelF + be*z%) =0

bzw. nach Ausklammern des gemeinsamen Faktors die Gleichung
(e —e ™) (1+ ac’s + be '5) =0
Sie kann nur dann fiir alle ¢t € R erfiillt sein, wenn die Gleichung

;27
3

1+ae's +be™'6 =0
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gilt. In kartesischer Darstellung entspricht sie der Gleichung

Sy ei(f-3) -

1
1 (” Vo
+a 2+21

oder nach Multiplikation mit 2 der Gleichung
